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ONSOz

Bu proje bir birinden tamamen bagimsiz ¢ gizge kurami alaninda gergeklestirilmistir.
Cizgelerin 6zdeger ve dzvektodrleri ve uygulamalari, diger bilim alanlarinda kargilagilan énemli
problemlerin ¢izge kurami ile modellenmesi ve ¢dzilmesi bu modellemelerde ortaya ¢ikan NP-
tam problemlere yaklasimlar getirilmesi ve cebirsel geometri ayrik geometri ve komutativ cebirin
en temel sabitlerinden Castelnuovo-Mumford regllaritenin gizge kurami ile anlasilmasi ve gizge
kurami gereclerin gelistiriimesi amaglanmistir.

Bu U¢ bagimsiz konun bir birinden farkli ¢galisma metotlari, yaklagimlari ve gereksinimleri
vardir. Bu (i¢ alandada aktif olabilmek igin gerekli destegi sundugu icin TUBITAK a tesekkdirlerimi
sunarim.

Bu calismalar esnasinda ortak projeler yurattigim bir ¢ok arastirmaci bu proje kapsaminda
ctkan sonuglar dogrultusunda TUBITAK projesi yazdi, gelistirdi, ve benim diger TUBITAK pro-
jelerim devam etti. Adi gecen diger projeler icin bu projeye kapsaminda TUBITAK in bize sunmus

oldugu destekden dolayi ayriyeten tesekkilrlerimi ifade etmek isterim.

Dog Dr. Tiirker BIYIKOGLU
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SIMGELER DiziNi

G cizgesin nin V(G) koselerinin kimesi, E(G) kenarlarinin kiimesi
S kiimesinin eleman sayisi

n-kdseli yol, ddénga, tam (hizip) ¢izge

G nin komguluk matrisi

G nin derece matrisi

G nin Laplace matrisi

G nin komsuluk matrisinin en blyuik 6zdegeri
G nin butinleyeni

G den U in kbselerinin atilmasi

v kdsesinin derecesi

v késesinin komgularinin kimesi

v kdsesinin (kapall) komsulugu

G nin S tarafindan indirgenmis altgizgesi

G nin maksimum derecesi

G nin eglesme sayisi

G nin indirgenmis eglesme sayisi

G nin Castelnuovo-Mumford regularitesi
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TERMINOLOJi DiziNi

hizip

baglilik

bagimsiz kiime
cebirsel baghhk
benzeryapi

es kiimesi
indirgenmis es kimesi
NP-tam

ug

kare-serbest monomial ideal
kusak

H-yoksun veya H-serbest veya H-siz



&

Theitax

Proje Basligi: Geometric Representations and Symmetries of Graphs, Maps and Other Dis-

crete Structures and Applications in Science

OZET

Bu proje calismasinin Gi¢ temel amaci vardir. Bunlardan ilki, Gizgelerin Ozdeger, Ozvektdr
Yapilari ve Uygulamalaridir. Gizgenin komsuluk matrisinin en buyik 6zdegeri ve 6zvektérl olan
Perron vektorl ile Laplace matrisinin en kigik ikinci 6zdegeri ve 6zvektdrl olan Fiedler vek-
tériintn yapisal 6zelliklerinin gizge 6zellikleri ve sabitleri ile iligkileri arastiriimigtir.

Bu amag dogrultusunda proje kapsaminda ulasilan sonuglar temel basliklar altinda séyledir:

e n kdsesi m kenari olan bagl gizgelerden cebirsel bagliligi en kiiglk olan gizgenin hizipli

yol oldugu ispatlanmigtir.

e n kosesi m kenari olan kimyasal agaclardan dendrimerin komsuluk matrisinin en blyUk
6zdegerinin tek bir agag olarak maximum degeri aldigi ispatlanmigtir.

e G cizgesinin en blylk indirgenmis eslesme sayisi im(G) ye G gizgesinin komsuluk
matrisinin en biyik 6zdegeri cinsinden keskin bir alt sinir verilmigtir.

e Cizgenin topolojik entropisinin ¢izgenin komsuluk matrisinin en blyik 6zdegeri ile ifade
edilebilecedi gézlemlenmisgtir.

e Cizgenin bir birinden farkl alanlarda kullanilan asortiklik sayisi, s-metrik sayisi, ikinci
Zagreb indeksi ve 6zel Randic indeksinin bir birine esit oldugu gésterilmistir.

e Cizgenin genel Randic indeksine ¢izgenin komsuluk matrisinin en blylk O6zdegeri
cinsinden bir Ust sinir verilmistir.

e Ayni derece dizisine sahip bagh gizgelerden en blylk entropisi, asortikligi, genel Randic
indeksi ve en blylk 6zdegeri maximum olan ¢izgenin sarmal seklinde oldugu ispat
edilmigtir. Derece dizisinde agag var ise bu 6zellige sahip tek bir agacin oldugu ispat-
lanmigtir.

ikinci amacimiz, cizge kurami modellemeleri ve ¢dziimleri. Biyoloji, bioinformatik, dinamik
sistemler, fizik, haberlegsme, kriptoloji ve sosyal aglar gibi bir birinden ¢ok farkh alanlardan gelen
birbirinden tamamen bagimsiz olan temel problemler icin gizge kurami ile 6zgiin modellenmesi
ve ortaya ¢ikan ¢izge problemlerin ¢ézilmesi amaglanmistir.

Bu ikinci amag dogrultusunda proje kapsaminda ulasilan sonuglar temel basliklar altinda

sOyledir:

e Kablosuz aglarda bilgi aligverigini saglamak amaciyla késelerin komsularindan yararlanil-
mas! durumunda ortaya ¢ikan problemlerin ¢ézimu igin ¢izge modeli olusturulmusgtur.
Problem cizge eslesme problemine dénlstirtp tamamen ¢ézilmuistir. Bu ¢izge modelin-
den yararlanilarak kablosuz aglar i¢in kanal kullanim kapasitesini iki katina ¢ikaran bal
petegi hiicre modeli geligtirilmistir.

\
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e Biyokimyasal iki farkli canli aglari arasinda benzer fonksiyonlari bulmak igin gerekli ¢izge
modeli olusturulmustur. Model sonunda olusan cizgesinin en buyik bagimsiz kimeleri
biyoinformatik ve biyoloji agisindan aranilan ézellikleri ifade ettigi gdsterilmistir. Problemin
en 6zel durumda dahi NP-tam problem oldugu ispat edilmigtir.

e Model sonunda olusan ¢izgenin cesitli yapisal 6zellikleri ispat edilmistir. Bu yapisal
Ozellikleri kullanan yaklagim algoritmalarinin yaklagim oranlari verilmigtir.

e Aglarda kanaat dinamiginin g¢izge kurami modeli verilmistir. A§in kanaat dinamiginde
gorllebilecek kanaat gesitliginine karar verme probleminin NP-tam problem oldugu ispat
edilmigtir.

o Kuitle spektrometresi metodu ile ufak parcalara ayrilan molekdllerin her parcasinin alti
iyon farki tipinden birisi ile dogru bir sekilde eslestirme probleminin ¢6zimU igin ¢gizge
modeli olusturulmustur.

e Bu model ile olusan gizgelerin hiziplerinde en fazla dért kdsesinin olabilecegi ispat
edilmigtir. Bu model sonucunda olusan gizgelerin 4-Gggenlenmis gizgeler sinifinin Gyeleri
oldugu ispat edilmistir.

e Bu model ile biyolojik manali olugabilecek bltun hizipler belirlenmigtir.

e Biyolojide iyon sigramasi olarak adlandiran durumun ¢izgelerde iki hizipin bir ortak kdsesi
olarak ifade edilebilecegi gbzlemlenmisgtir.

e lyon farki eslestirme problemi igin iki yeni algoritma gelistirilmistir.

e Cok kisili kayitsiz ¢evrimigi iletisimde gizlilik, kimlik tanima ve gizli mahremiyetin saglan-
masi icin kullanilan gifreleme algoritmalari i¢in gerekli cizge modeli olugturulmustur. Bu tir
bir iletisim igin gerekli glvenli grup kurma slrecinin ¢izgede polinom sirede bulunabilen
bir hizip problemi oldugu gdsterilmigtir.

Uciincli amacimiz ¢izge kuramini kullanarak kare-serbest monomial / idealinin Castelnuovo-
Mumford regularitesinin hesaplanmasi ve bu hesapta kullanilabilecek etkin ¢izge kurami yén-
temlerin kesfedilmesi ve arastiriimasidir. Bu amag¢ dogrultusunda proje kapsaminda ulasilan
sonuglar temel basliklar altinda séyledir:

e G cizgenin Castelnuovo-Mumford Regularitesi reg(G) igin reg(G) < im(G)A(G) esitsizligi

ispat edilmistir.

e Pengesiz bir G gizgesi igin reg(G) < 2im(G) esitsizligi ispat edilmistir.

e (s dongustnin im(G) < reg(G) = m(G) durumunu sagliyan tek gizge oldugu ispat
edilmigtir.
Anahtar Kelimeler: komsuluk matrisi, Laplace matrisi, 6zdeger, 6zvektor, cebirsel bagllik,

Perron vektérl, Fiedler Vektdérl, dendrimer, NP-tam, Topolojik Entropi, asortiklik, genel

Randic indeksi, global gizge hizalamasi, kanaat dinamigi, Kiitle Spektrometresi Cizgeleri, iyon

Vi
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Farki Eslestirme, Cok Kisili kayitsiz gevrimici iletisim, independent set, clique, benzeryapi,

Castelnuovo-Mumford regularitesi, kare-serbest monomial ideal, indirgenmis eslesme sayisi.

VI
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Project Title: Geometric Representations and Symmetries of Graphs, Maps and Other Dis-

crete Structures and Applications in Science

ABSTRACT

There are three particular aims of this project. The first part is focusing on the eigenvalue and
eigenvector structure of graphs: Specially, the spectral radius of adjacency matrix of a graph and
its Perron vector and the second smallest eigenvalue of Laplacian matrix of a graph so called
algebraic connectivity and its Fiedler vectors.

The main contribution of the first part can be summarized as follows:

proved that a graph with n vertices and m edges that minimizes the algebraic connectivity
has a clique path form.

proved that the chemical tree with n vertices and m edges that maximizes the spectral
radius of adjacency matrix is unique and it is dendrimer.

proved that the spectral radius of the adjacency matrix of a graph G is a sharp lower
bound for the maximum induced matching number of G.

observed that the topological entropy of a graph G can be expressed by its spectral radius
of adjacency matrix.

showed that assortativity, s-metric, secon Zagreb index and special Randic index are
equivalent.

proved that the spectral radius of the adjacency matrix of a graph G is an upper bound for
generalized Randix index of G.

proved that the connected graph that maximizes topological entropy, the spectral radius
of the adjacency matrix of a graph G, generalized Randic index under a given degree
sequence has a spiral form. If the degree sequence is a tree sequence, then such an
extremal tree is unique.

The second part is the modeling of different and independent problems from biology, bioin-
formatics, communication networks, cryptography, dynamical systems and social networks with
graph theory and their graph theoretical solutions.

The main contribution of second part can be summarized as follows:

optimal power allocation and partner selection policies of wireless communication
networks that maximize the sum rate of a cooperative OFDMA system with mutually
cooperating pairs of users modeled by graphs and formulated as matching problem and
solved in polynomial time. It proposed a honeycomb model that doubled the frequency
reuse.

The problem of providing one-to-many alignments of reactions in a pair of metabolic
pathways is modeled as maximum independent set problem of an intersection graph. It is

IX
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shown that the problem even in a primitive setting is NP-complete.

e By characterizing special structural properties of these intersecting graphs, approximation
ratios of approximation algorithms for maximum independent sets are given.

e Opinion dynamics on networks is modeled. It is shown that the decision of the plurality of
opinions on a given graph is a NP-complete problem.

e lon naming of molecules that come from mass spectrometry method is modeled by graphs.

e |t is shown that such graphs can have cliques with at most four vertices. It is shown that
such graphs belong to 4-triangulated graph class.

e with this model all biological meaningful cliques are listed.

e |t is shown that in biology so called ion jumping can be seen as an intersection of two
biological meaningful cliques.

e Two new ion naming algorithms are given.

e Group membership in Multi Party Off-the-Record messaging is modeled by graphs. It is
shown that the cryptographically secure group building process can be modeled as a
cligue finding problem and such a clique can be found in polynomial time.

The last part is on the computation of Castelnuovo-Mumford regularity square-free monomial
ideals that is equivalent to the computation of Castelnuovo-Mumford regularity of graphs. The
computation of the regularity is in general a difficult task, finding effective bounds on such an
invariant are important contributions. our main approach is graph theoretical. The instruments of
graph theory are our main tools for establishing tight bounds on the regularity.

The main contribution of the last part can be summarized as follows:

e proved that the it is always hold reg(G) < im(G)A(G), for Castelnuovo-Mumford regularity

reg(G) of G.

e proved that If G is claw-free graph, then reg(G) < 2im(G).

e shown that Cs is the unique graph with the property im(G) < reg(G) = m(G).
Keywords: adjacency matrix, Laplacian matrix, spectral radius, Fiedler vector, Perron vector,
eigenvalue, eigenvectors, algebraic connectivity, dendrimer, topological entropy, assortativity,
generalized Randic index, global graph alignment, opinion dynamics, ion naming, multi party
off-the-record messaging, independent set, clique, graph homomorphism, Castelnuovo-Mumford

regularity, square-free monomial ideal, induced matching number, NP-complete.



&

Theitax
1. GIRIS

Bu proje caligmasi birbirinden bagimsiz (¢ gizge kurami alaninda temel problemlerin ¢gézimlerini
hedeflemektedir. Bu kapsamda ortaya konan problemlerin ve bu problemlere y6nelik Uretilen
¢6zlim yontemleri ve sonuglarinin rahatlikla algilanabilmesi ve konularin dagiimamasi igin gerekli
terim ve notasyonlari yeri geldigi bélimlerde sunacagiz.

Projemizin birinci arastirma alani: Cizgelerin Ozdeger, Ozvektér Yapilari ve Uygulamalari.
Cizgelerin 6zdeger ve 6zvektodrlerinin kullanimi sadece kombinatorikde kalmayip matematigin
diger alanlarini da etkilemeye baglamistir. GUnimdzin blyUk veri, internet, sosyal aglar, di-
namik sistemler ve kimyada kullanisi artmis ve bu alanlardaki bir ¢ok problemin ¢6zimi igin
kritik neme sahiptir. Bu gelismeler ESF-TUBITAK proje basvurusu siiresinde bekledigimizden
cok daha hizli gelismektedir. Aragtirmalarimizda bu hizlh gelisimde kalici temel sonuglarin ve
farkli temel baglantilarin bulunmasi ve iligkilendiriimesini amagcladik.

Projenin ikinci arastirma alani: Cizge Kurami Modellemeleri ve GdzUmleri. Biyoloji, bioin-
formatik, dinamik sistemler, fizik, haberlegsme, kriptoloji ve sosyal aglar gibi bir birinden ¢ok
farkli alanlardan gelen birbirinden tamamen bagimsiz olan temel problemler igin gizge kurami ile
6zgln modellenmesi ve ortaya ¢ikan ¢izge problemlerin ¢ézilmesi amaglanmigtir. Bu problemler
proje bagladigindan itibaren disiplinler arasi ylritilmus olup (bir kismi halen devam etmektedir)
problemlerin her zaman baslangici problemin olustugu alandaki arastirmacilarin temasa gegip
cizge kurami ile "modellenebilir mi acaba?" ve benzer sorular ile baglamis ve oldukca ince eleyip
sik dokuduktan sonra modelleme safhasina gecilmis o alanlar i¢in temel problemlerdir. Haber-
lesme alanindan gelen problemin tam ¢6zimUnU verdik. Diger bitiin problemlerin genel itibari
ile NP-tam problemler olduklarini gésterdik. Bir kismina problemin alan bilgisini kullanarak ¢izge
Ozelliklerinin 6zel olduklarini ortaya c¢ikararak polinom bir sirede ¢6zullebilir hale getirdik. Bir
kismina gizge yapilari ve problemin geldigi alan bilgilerini kullanarak yaklagim algoritmalari vere-
bildik. Projenin bu béliminin ESF-TUBITAK proje ¢agrisinin ruhuna ¢ok uygun diismektedir.
Gergek problemlerin disiplinler arasi isbirligi ile matematik modellenmesi ve bunlarin ¢ézilmesi
ne yazik ki Turkiyede ¢ok tecriibe edilmemistir. Bu proje ¢alismalarimiz ile Turkiyede displin-
ler aras| arastirma ve matematiksel modellemeye katkida bulunmayi projenin bilimsel giktilar
diginda énemli bir ¢iktisi oldugunu ifade etmek isterim.

Projenin G¢lnci arastirma alani: Gizgelerin Castelnuovo-Mumford regularitesi: Sadece ce-

birsel geometrinin en dnemli sabitlerinden bir olmakla kalmayip Castelnuovo-Mumford regular-
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itesi ayni zamanda kommutative cebir ve ayrik geometrinin en temel sabitlerinden bir olma
6zelligine sahip. Son yirmi yildir Gzerinde yogun galisilan ve gegmis on yilda gizgerlerde de
arastirilan bir sabit olmakla birlikte henlz tam olarak anlagilamamistir. Yusuf Civan (Stleyman
Demirel Universitesi, Isparta) ile birlikte bes yili askin siiredir cebir ve topoloji sabitlerinin anlasil-
masi ve bu sabitler ile ilgili problemlerin ¢ézilmesinde ¢izge kurami ve kombinatoriyel topoloji
metotlarinin kullaniimasi Gzerine bir program ylritmekteyiz. Bu konu ile ilglili TUbitak projemiz
(proje no. 111T704) 2014 yilinda sonuglanmistir. Bu bélimde sunacagimiz bulgular 2014 yili ve
6zellikle 2015 yilinda beklenmedik yeni ve 6nemli sonuglarin ESF-Tubitak projesi kapsaminda
gelismis olanlar yer almaktadir. Gizgelerin Castelnuovo-Mumford regularitesinin ¢ok énemli bir
problem olmasi ve bir cok alani etkiliyor olmasindan dolayi bu projenin son déneminde ¢alismayi

uygun bulduk.

1.1 Bulgular Dékimu

Bu altbélimde genel degerlendirmeye girilmeksizin bagliklar halinde proje ¢alismasi sonucunda
ortaya konan yeni sonuglar verilmigtir. Genel degerlendirme Bulgular béliminde detayli olarak
sunulacaktir.

e n kdsesi m kenari olan bagl gizgelerden cebirsel bagliligi en ki¢lk olan gizgenin hizipli

yol oldugu ispatlanmistir.

e n kosesi m kenari olan kimyasal agaclardan dendrimerin komsuluk matrisinin en bilyuk

6zdegerinin tek bir aga¢ olarak maximum degeri aldigi ispatlanmistir.

e G gizgesinin en blylk indirgenmis eslesme sayisi im(G) ye G gizgesinin komsuluk

matrisinin en blyUk 6zdegeri cinsinden keskin bir alt sinir verilmistir.

e Cizgenin topolojik entropisinin gizgenin komsuluk matrisinin en blylUk 6zdegeri ile ifade

edilebilecegi gézlemlenmisgtir.

e Cizgenin bir birinden farkl alanlarda kullanilan asortiklik sayisi, s-metrik sayisi, ikinci

Zagreb indeksi ve 6zel Randic indeksinin bir birine esit oldugu gésterilmistir.
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e Cizgenin genel Randic indeksine c¢izgenin komsuluk matrisinin en buylk 6zdegeri

cinsinden bir Ust sinir verilmistir.

e Ayni derece dizisine sahip bagh gizgelerden en buyik entropisi, asortikligi, genel Randic
indeksi ve en blylik 6zdegeri maximum olan ¢izgenin sarmal seklinde oldugu ispat
edilmistir. Derece dizisinde agac var ise bu 6zellige sahip tek bir agacin oldugu ispatlan-

mistir.

e Kablosuz aglarda bilgi aligverigini saglamak amaciyla kégelerin komgularindan yararlanil-
mas! durumunda ortaya ¢ikan problemlerin ¢6zimu igin ¢izge modeli olusturulmusgtur.
Problem cgizge eslesme problemine dénlstirip tamamen ¢ézilmustir. Bu ¢izge modelin-
den yararlanilarak kablosuz aglar i¢in kanal kullanim kapasitesini iki katina ¢ikaran bal

petegi hiicre modeli geligtirilmistir.

e Biyokimyasal iki farkli canli aglari arasinda benzer fonksiyonlari bulmak igin gerekli ¢izge
modeli olusturulmustur. Model sonunda olusan gizgesinin en biyik bagimsiz kiimeleri
biyoinformatik ve biyoloji agisindan aranilan 6zellikleri ifade ettigi gésterilmigtir. Problemin

en 6zel durumda dahi NP-tam problem oldugu ispat edilmisgtir.

e Model sonunda olugan cgizgenin cesitli yapisal 6zellikleri ispat edilmistir. Bu yapisal

6zellikleri kullanan yaklasim algoritmalarinin yaklasim oranlari verilmigtir.

e Aglarda kanaat dinamiginin g¢izge kurami modeli verilmistir. Agin kanaat dinamiginde
gorulebilecek kanaat ¢esitliginine karar verme probleminin NP-tam problem oldugu ispat

edilmigtir.

o Kitle spektrometresi metodu ile ufak parcalara ayrilan molekillerin her parcasinin alti
iyon farki tipinden birisi ile dogru bir sekilde eslestirme probleminin ¢dzimu igin ¢izge

modeli olugturulmustur.

e Bu model ile olusan gizgelerin hiziplerinde en fazla doért kdsesinin olabilecegi ispat

edilmistir. Bu model sonucunda olusan cgizgelerin 4-lU¢genlenmis gizgeler sinifinin Gyeleri
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oldugu ispat edilmistir.
Bu model ile biyolojik manali olusabilecek btin hizipler belirlenmistir.

Biyolojide iyon sigramasi olarak adlandiran durumun gizgelerde iki hizipin bir ortak kdsesi

olarak ifade edilebilecegi gbzlemlenmisgtir.

lyon farki eslestirme problemi igin iki yeni algoritma gelistirilmistir.

Gok kisili kayitsiz ¢evrimigi iletisimde gizlilik, kimlik tanima ve gizli mahremiyetin saglan-
masi i¢in kullanilan sifreleme algoritmalari i¢in gerekli gizge modeli olusturulmustur. Bu tur
bir iletisim igin gerekli glivenli grup kurma slrecinin ¢izgede polinom slrede bulunabilen

bir hizip problemi oldugu gdésterilmigtir.

G ¢izgenin Castelnuovo-Mumford Regularitesi reg(G) igin reg(G) < im(G)A(G) esitsizligi

ispat edilmistir.
Pencesiz bir G gizgesi i¢in reg(G) < 2im(G) esitsizligi ispat edilmigtir.

Cs dongusinin im(G) < reg(G) = m(G) durumunu sagliyan tek gizge oldugu ispat

edilmigtir.
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2. LITERATUR OZETI

Bu bodlimde proje kapsaminda Uzerinde calisiimis olan alanlardan sadece Cizgelerin
Castelnuovo-Mumford Regularitesi igin kisa bir tarihge verilecektir. Diger alan problemlerinin lit-

eratlrt bulgular béliminde bahsi gecen yerlerde kisaca verilecektir.

2.1 Cizgelerin Ozdeger, Ozvektér Yapilari ve Uygulamalari

Cizgelerin 6zdeger ve dzvektdrlerin proje kapsamindaki arastirmamiz ile ilgili kisimlari detayh
olarak Biyikoglu-Leydold-Stadler vermektedir [8]. Literatiir 6zeti igin ilging bir gdzlemde bulu-
nalim. Daha énce 6énemli yayin evlerinden ve serilerinden yiksek lisans ve daha Ust diizey igin
cikmis artik "klasik" kabdl edilen kitaplar bulunmasina karsin son beg yilda bu konuda énemli
yayin evlerinden ¢ikmig lisans dizeyi ve diger batin Ust dizeylerde yeni kitaplarin basiimis
olmasi konuya ilginin arttiginin bir géstergesidir. Bunlardan sadece bazilarini vererek literatiir
6zetini bitirelim: Bapat (2010 ve 2014) [6], Brouwer-Haemers (2012) [20], Brualdi (2011) [21],
Cvetkovic-Rowlinson-Simic (2010) [29].

Cebirsel baglilik, dendrimer, indirgenmis esleme igin 6zdeger siniri ve ag entropisi igin gerekli
literatlr 6zeti kisa olarak bulgular béliminde verilecektir. Problemlerin bir birinden bagimsiz
olmasi ve konularin literatUrlerinin kisaligi ve konunun arastiriimasi ile yakinligi ve problemin

butinligu ve daha iyi bir okunabilirlik agisindan bulgular béliminde vermeyi daha uygun bulduk.

2.2 Cizge Kurami Modellemeleri ve Céziimleri

Biyoloji, bioinformatik, dinamik sistemler, fizik, haberlesme, kriptoloji ve sosyal aglar gibi bir
birinden ¢ok farkli alanlardan gelen birbirinden tamamen bagimsiz olan temel problemlerin
¢izge modellemesi igin gerekli literatlr her problem igin displinler arasi ¢alisma yapilan grup
belirlemistir. Modelleme icin gerekli literatlr bilgilerinin burda detayli verilmesi pratik bakimdan
mUmkan degildir. Bulgular béliminde modelleme igin gerekli olan kaynaklar belirtilecektir. Prob-
lemlerin kendi alanlarinda ki olusumu ve gelisimi proje kapsami diginda kalmaktadir. Problem-
lerin gizge metotlari ile ilgili ¢ézimdu igin gerekli olan kaynaklar bulgular bélimuinde yer verile-

cektir.
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2.3 Cizgelerin Castelnuovo-Mumford Reguilaritesi

Castenuovo-Mumford regllaritesi igin ¢ok kisa bir tarihge veriyoruz. Daha detayli bir tarihge bu
konu ile ilgili TUBITAK sonug raporumuzda bulunmaktadir.

ik olarak Castelnuovo’'nun 1893 yilinda piiriizsiiz projektif uzay egileri tizerindeki lineer
sistemler (lzerine yazdigi ¢alismasiyla ortaya ¢ikmistir [26]. Hermann’nin 1926 yilinda [46]
sonlu tane homojen polinom tarafindan Uretilen bir idealin minimal serbest ¢dzinUrlGgindn
sonlu adimda hesaplanabilecegini ve bu hesabin sadece Uzerinde ¢aligilan halkanin degismez
sayisina ve verilen polinomlarin maksimal derecesine bagli oldugunu kanitlayarak Hilbertin bir
sorusuna cevap vermek ile kalmayip 80’li yillarda Grébner taban teknigi olarak bilinen algoritmik
cebirsel hesaplama yaklagiminin dogusuna sebep olmustur. Castenuovo-Mumford regularitesi
bu tip algoritmalarin karmagikliginin tespiti igin etkin bir sinir teskil etmektedir.

Mumford 1966 yilinda ilk formal tanimi vermigtir [52]. 1980’li yillarda Ooishi [55] ve Eisenbud-
Goto [35] simdiki halini formalize etmislerdir. Eisenbud ve Goto calismalarinda ortaya attiklari
6nemli ve hala agik olan Eisenbud-Goto Savi regilaritenin degismeli cebir ve cebirsel geometri
alanlarinda bu denli ilgi gdrmesinin 6nemli sebeplerinden biridir.

Zheng 2004 yilindaki orman gizgelerin regilaritesinin indirgenmis esleme sayisina esit
oldugunu kanitlayan c¢alismasi [62] cgizgelerin regllaritesinin baglangicidir. Ha’nin yeni in-

celemesi [44], cizgelerin regllaritesinin detayli taramasini vermektedir.
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3. GEREC VE YONTEMLER

Bu bdélimde proje kapsaminda ortaya konan problemlerin ¢cézimlerinde kullanilan yéntemler,
metodolojik teoriler ve modelleme yaklagimi kisa bir sekilde ifade edilecektir. Burada ortaya ko-
nan yéntemlerin bir kismi literatlrde vardir ve bir kismida projemiz kapsaminda gelistirilmigtir.
Disiplinler arasi problemleri modelleme yaklagimimiz genel modelleme yéntemlerini ile benzer-

likleri olamasi ile birlikte kisisel bir modelleme ydntemidir.

3.1 Cizgelerin Ozdeger, Ozvektor Yapilari ve Uygulamalar

Teoremlerin ispatlar proje basvurusunda belirttigimiz gizgelerin 6zdeger ve 6zvektorlerin yapisal
6zelliklerini kullanarak ve daha dénce gelistirdigimiz 6zgin cesitli ispat teknikleri kullanilarak
yapiimigtir Biyikoglu-Leydold-Stadler [8], ve Biyikoglu-Leydold (2007—2009) [9, 10, 11]. Fiedler
vektdrinin ve Perron vektériinin yapisi ve bu yapinin gizge operasyonlarina gére degismesi
ispatlarda ¢cok dnemlidir [8, 10].

ispatlarda ayrik Courant kdse &begi (nodal domain) teoremi, sinirli gizgelerin Dirichlet
6zdegeri ve 6zvektorleri ve yapilari kullaniimigtir [8, 9]. Cizge operasyonlarinin gizgeye, 6zdeger
ve Ozvektbrine etkisi ve 6zellikle cizge operasyonlarindan degis tokus (switch), kaydirma (shift-
ing) operasyonlari kullaniimigtir [8, 10, 9, 11]. ab ve cd kenarlari G gizgesinin kenarlari olsun ve
ac ve bd kenarlari G gizgesinin kenarlari olmasin, G ¢gizgesinden ab ve cd kenarlarinin gikarilip
ac ve bd kenarlarinin eklenerek olugturulan yeni gizge igin ab, cd kenarlari ac ve bd kenarlari
ile degis tokus edildi denir. Degis tokus operasyonu kodselerin derecelerini degistirmedigin-
den derece dizileri igcin ¢ok 6énemli bir operasyondur. G gizgesindeki v kdsesinin bazi komgu-
larinin silinip w nin komsulari olarak eklenmesine kaydirma operasyonu denir. Ayrica bir giz-
genin indirgenmis alt gizgesinin 6zdeger ve 6zvektdrlerinin gizgenin 6zdeger ve 6zvektdrlerine
etkisi kullaniimigtir [29]. Cizgelerin yapisal 6zellikleri ve bu 6zelliklerin matris yapilarida kul-
lanmimigtir [8, 10, 9, 11, 29].

Derecece dizisi ve gizge operasyonlarinin bu derece dizisinin ¢izgelerini tasarlarken etkisi
dénemli rol oynamistir. Ayrica bir derece dizisinin bir diger derece dizisini kapsama 6zelligi (ma-
jorization) kullanilmistir [10, 9, 11].

Cizgelerin dnce enlemesine arama katmanli yapisi (breath-first-search) ve bu katmanlarin

¢izge operasyonlari ve 6zvektdr iliskisi oldukca dnemlidir [10].
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3.2 Cizge Kurami Modellemeleri ve Coziimleri

GUnumuzde disiplinler arasi problemlerin gizge kurami ile modellenmesi ¢ok yayginlasmis ve
kacinilmaz hale gelmistir. Bu zorunlulugu bu proje kapsaminda galigilan modelleme problem-
lerinde de gérmek mimkindir. Projede kullandigimiz modelleme metot, slre¢ ve ydntemlerini
detayl bir sekilde vermeyi uygun gérdik.

Birbirinden farkli alanlardan gelen birinden bagimsiz problemlerin gizge kurami ile model-
lenmeleri ve ¢izge ¢6zUmlerinin o alanlarda aranilan ¢ézime etkisi icin izledigimiz yol disiplinler
arasi modelleme igin kullanilan genel ydntemlerdir [49]. Bu genel yéntemleri pratikde uygulamak
icin tecrlibe, objektif yaklagim, aceleye ve kolaya kagmama ve disiplinler arasi yogun etkilesim
cabasi ve zamani ve problemin kaynak disiplin igin énemli bir problem olmasini gerektirir. Bu
proje kapsaminda bu noktalara azami él¢iide dikkat ettik.

TecrUbelerimiz, disiplinler arasi ¢alismalarda problemin kaynak disiplininin olasi bir ¢6zim
icin diger bir disiplin ile temasa gegmesinin modellelemenin basarisinda oldukca énemli bir rol
oynadigini géstermistir. Bu proje kapsaminda bitln disiplinler arasi problemlerin modellenme-
sine bu sekilde baslanmigtir.

ikinci asama problemin gergekten cizge kurami ile modellenmesinin gegerliliginin olup ol-
madiginin asiri dikkatli ve bagimsiz bir gézle irdelenmesidir. Cesitli ddnemlerde bu siizgegten
gecemeyen problemler elenmigtir.

Disiplinler arasi bir problemin ¢izge modellenmesi cok zaman alan alir ve bir cok dene-yanil,
basa sar ve "bir birimizi yanlig anlamisiz" streclerini igerir. Zaman geger daha ortada model yok-
tur. Karsilikli arastirmacilar huzursuzlanmaya baslar. Bu baglamda ¢izge modelini zorlastiran
bir diger unsur; arastirmacilarda basit ¢cizge tanimlarinin yanlis bir 6nsezi olugsturmasidir. Tecr(-
belerimiz, kaynak disiplinde ¢alisanlarin kolaya kagan modele veya empoze model ve yaklagim-
lara ¢ok kolay yoénelebildigidir.

Ama aslinda esas is ¢izge modelinin kaynak disiplinin ihtiyaclarini dogru bir sekilde
yansitan matematiksel yaklagsimdan 6din vermiyen ama ¢6zimid olsun diye belirli gizge
kosullari/sonuclari/modelleri empoze etmiyen gercek problemi ifade eden modelin kendisidir.

Kaynak problemi ifade eden gizge modeli tamamlaninca kaynak problemin ¢ézilmesi igin
cizge modeli Gzerinden ¢izge problemi olarak ifade edilmesi gerekir. Kaynak disiplindeki arastir-
macilar genelde ¢izge modelinin tamamlanmasinin akabinde ¢ézimi getirecegi yanilgisindadir.

CGizge modeli igin gerekli etkilesim kaynak problemin gizge problemine dénlstirilmesinde de



&

Theitax

ayni zaman alici slregler yasanir. Kaynak problem igin bdyle bir ¢izge problemi yok ise mod-
elleme durdurulur. Ortaya ¢ikan model cizge modeli olarak kabul edilmez ve problem ile il-
gili galisma durdurulur. Bu aslinda modelleme baglangicinda olasi modelleme sonunda kaynak
problemin ne tlr bir gizge probleme denk gelebilecegi ile modellemeden bagimsiz bir sekilde
test edilmesi gerekir.

Cizge problemi ¢6zimi cgizge kurami metotlari ile ¢ozildikten sonra ¢béziimlerin kaynak
alana geri ¢evrilmesi gerekir burdada benzer etkilesim ve siregler sézkonusur.

Bulgular béliminde Model veya Cizge modeli ve benzer sekilde ifade ettigimiz her model
bu proje kapsaminda modellenmis olup kaynak problemler agisindan 6zgun niteliktelerdir ve
yukarda belirttigimiz slreglerden gegmistir.

Kaynak problem igin gerekli ¢ézimler icin gizge kurami ¢dziumlerinin bir kismi igin ¢izge
algoritmalar gelistirilmistir. Algoritmalar ortak etkilesim sonucu gelistirilmistir.

Algoritmalarin bilgisayar kodunun yazilmasi, gerekli verinin temini, test edilmesi ve ¢6zim-
lerin kaynak alan i¢in yorumlanmasi kaynak problemin grubuna aittir. Sonuclarin deger-
lendiriimesi eger algoritmanin iyilestiriimesi gerekliligini dogurursa, algoritma iyilestirmesi ortak
etkilesim ile yapilir.

Proje kapsaminda sunulan bitiin kaynak problemlerin ¢izge modellenmesi ve gizge kurami
¢6zUmleri ve gerekli algoritmalarin geligtiriimesi tamamlanmistir.

Bazi kaynak problemlerin bilgisayar kodunun yazilimi, veri temini, test edilmesi ve sonuglarin
kaynak alan icin yorumlanmasi asamalari kaynak problemin gruplari tarafindan ¢alismalara de-

vam edilmektedir.

3.2.1 Hesaplanabilirligin Karmasikhgi ve NP-tam problemler

Bu proje kapsaminda ylrittigimuiz gizge kurami, modelleme ve uygulamarinda kargimiza ¢ikan
NP-tam problemler gerek gizge kurami gerek bilisayar bilimleri gerek disiplinler arasi problem-
lerin ¢6zUmU acisindan oldukca énemlidir.

Cizge problemlerinin hesaplanabilirligi ¢izge kurami ve bilgisayar bilimlerinin kesistigi hesa-
planabilirligin karmasikligi (computational complexity) alaninin igine girer. Bu kisimda ¢ok kisa
olarak NP-tam problem tanimini ve NP-tam problemleri ¢6zmek icin kullanilan yéntemlerden
bahsedecegiz (gerekli kapsamli bilgi igin bknz. [40]).

Bir algoritma eger her n elemanh bir girdinin ¢6zima igin en fazla cn | e,k positif sabit
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sayllar, gerektiriyorsa bu algoritmaya polinom siirede c¢alisan algoritma denir. P kiimesi bitin
polinom sirede ¢dzulebilen problemler kiimesidir. Bir probleme polinom siirede dogrulanabilinir
bir problem denir, eger problemin sonucu igin verilen bir girdinin dogru oldugunu polinom siirede
dogrulayan bir algoritma var ise. NP kiimesi bitin polinom siirede dogrulanabilinir problem-
leri icerir. Tanim geregi P kiimesi NP’nin bir alt kiimesidir. S problemine NP-tam problem denir
eger, S problemi NP de ise ve NP deki bitin NP-tam problemler polinom siirede S problemine
dénusturelebiliyor ise. Yani bir bagka ifade ile her hangi bir NP-tam problem T yi ¢ézmek icin
S ¢b6zme yeterli ise (polinom siirede T nin girdisi S nin girdisi ve S nin sonucu 7T nin sonucuna
cevrilebileme kosulu ile).

NP-tam problemlerin P kiimesinde olup olmadigi yani P ve NP nin bir birine esit olup olmadigi
bilgisayar bilimlerinin ve matematigin en temel ve meshur agik problemlerinden biridir.

Bu proje kapsaminda baktigimiz problemlerin bir gogu NP-tam problemdir: en blylk hizip
bulma problemi, en buyik bagimsiz kiimeyi bulma problemi en temel NP-tam problemlerdir [40].
Kanaat dinamigi icin énemli olan benzeryapi dénlisimi de NP-tam problemdir [45]. Bir gizgedeki
en blyilk indirgenmis eslesmeyide bulmak NP-tam problemdir [22]. Cizgelerin Castelnuovo-
Mumford Regularitesini bulmakda NP-tam problemdir [61].

Elimizdeki yeni bir problemin ilk dnce hesaplanabilir karmagsikligini bulmak gerekir. Bu proje
kapsaminda cesitli modelleme asamalarindan sonra elde ettigimiz ve yukaridaki problemlere
denk gelen cizge problemi olarak ifadesi sonucunda zaten NP-tam oldugu bilinen problemlerdi.

NP-tam bir problemin ¢6zimu igin problemin ilgili 6zel sinifdada NP-tam olup olmadigi
arastinlir. Gesitli yaklasim algoritmalari verilir. Problem esnetilip kombinatorik optimizasyon yén-
temleri ve diger yaklagimlar kullanihr [40].

Bir ¢izge problemi NP-tam bir problem ise, ve problemin 6zelinde 6zel bir ¢izge sinifinda
NP-tam olma zorunlugu bulunmamaktadir. Aragtirilan gizge problemi 6zel bir gizge sinifi igin
tanimlanmis ise bu sinif icinde problemin NP-tam olup olmadidi ¢ok dénemlidir. Global ¢izge
hizalamalar icin kullandigimiz D(2,1) gizgesi 6zel bir sinif olmasina ragmen burda problemin
NP-tam oldugunu gdsterdik (Teorem 4.33). Buna karsin modelleme ve kaynak alan etkilesimi
ile kiitle spektrometri biyolojik gizgelerinin en blyik hiziplerinin polinom stire mimkin oldugunu
gosterdik (Teorem 4.47). Gok kisili kayitsiz ¢evrimigi iletisim i¢in gerekli hizip sayisinin bulunun-
masininda polinom stirede mimkin oldugunu gésterdik (Sonug 4.70).

NP-tam problemler igin polinom siirede hesap edilebilen sinirlar dnemlidir. im(G) igin bir

6zdeger alt sinin verdik.

10
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NP-tam problemlerin ¢6zimU igin bir diger yol yaklasim algoritmalari ve bu algoritmalarin
yaklasim oranlari (optimum sonuctan en k6t durumda ne kadar kéta oldugu) verilir. Global
cizge hizalamalar igin literatlirde bagimsiz kimeler igin geligtiriimis belli bash algoritmalar igin
bu yaklagim oranlarini yapisal 6zelliklerini kullanarak verdik.

Diger ¢6zim yéntemlerinin hem problemlerin yapisina uygun olmadigini diistindigiimizden

hemde arastirma alanimizin diginda kaldiklarindan kullanmadik.

3.3 Cizgelerin Castelnuovo-Mumford Regiilaritesi

Bilinen veya bu proje kapsaminda elde edilen regilarite hesaplarinin bliylk bir cogun-
lugu cizgelerin yapisi Gzerinden elde edilmis sonuglardir. Cizge regularitesinin aslinda asal
cizge olarak adlandirdigimiz bir takim 6zel gizgelere indirgenmis pargalanmasi olarak ifade
edilebilmesi ¢ok kulandigimiz bir ydontem Biyikoglu-Civan (2015) [16]. Buna bagl olarak temel
problem bu asal gizgelerin belirlenmesi ve verilen her hangi bir ¢izgenin asallara indirgenmis
parcalanmasinin elde edilmesidir. indirgenmis gizge pargalamalari cizge kurami ve metotlarini
kullanmay! dahada elverisli hale getirmektedir. indirgenmis eslemelerle ilgi sonuclarda bir ciz-

genin indirgenmis esleme yapisi ispatlarda énemli rol almaktadir.

11
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4. BULGULAR

Bu bdlimde proje kapsaminda ulastigimiz sonuglarin genel degerlendiriimesi yapilacaktir. Bu
baglamda proje dnerisinde ortaya konan problemler, daha dnce planlanmayan gelismeler ve
sonuglar detayli olarak incelenecektir. Sonuglarin rahatlikla irdelenebilmesi amaciyla, (¢ alanda

altbasliklar altinda degerlendirilmigtir.

4.1 Cizgelerin Ozdeger, Ozvektér Yapilar ve Uygulamalari

Aglarin dzvektorlerinin (geometrik) yapisinin bir ¢ok énemli asiri 6zdeger problemlerinin
¢6zilmesinde dnemli bir metot oldugunu projede bulunan Pl Josef Leydold, ve Pl Peter Stadler
ile birlikte proje sunumunda vurgulamigtik.

Pl Josef Leydold (Viyana Ekonomi Universitesi, Avusturya) ile birlikte proje basvurusunda
belirttigimiz 6zvektdr yapisini kullanarak AGX-Sistem sanisi olarak bilinen énemli bir cebirsel
baglilik sanisini ¢ok biiyuk bir oranda cevaplandirdik. Ayni metotlari kullanarak kimyasal agaglar-
dan dendrimerlarin en blylUk 6zdegerinin u¢ degeri aldigini gosterdik.

Benzer sekilde 6zvektdr ve 6zdeger 6zelliklerini kullanarak bir ¢gok alanda éneme sahip in-
dirgenmis eslesmelere 6zdegere bagl bir alt sinir verdik.

Fatihcan Atay (Max Planck Institute for Mathematics in the Sciences, Leipzig, Almanya)
ile birlikte proje bagvurusunda belirttigimiz 6zdeger ve 6zvektdr metotlari ile aglarin entropisini
6zdeger, kimyada kullanilan Randic indexi ve sosyal aglarda kullanilan asortiklik kavramlari ile

iligkilendirdik.

4.1.1 Ug Cebirsel baghlik Problemleri

G cizgesinin Laplace matrisinin L(G) = D(G) — A(G) en kuguk ikinci 6zdegerine G gizgesinin
cebirsel baghligi denir. Cebirsel baghligin 6zvektérlerine Fiedler vektdri denir. Cebirsel bagliligin
gerek gizgelerin 6zdeger ve 6zvektdrleri arastirmasinda gerek gizge kuraminin diger alanlarinda
gerekse ¢gizge kurami uygulamalarinda énemli yeri vardir [8, 29].

Gizge kuraminin 6nemli bir alani u¢ (extremal) ¢izge problemleri Gzerinedir. U¢ ¢izge prob-
lemelerinde n kdsesi m kenari olan gizgelerin belirli kogullar altinda aldiklari yapisal durumlar ve
6zellikler incelenir, aranan sartlar sagliyan gizgelerin yapilari bulunmaya ve karakterize edilmeye
caligilir. Ug 6zdeger ve dzvektdr problemleride benzer sekillerde tanimlanir. Ug 6zdeger prob-

lemlerine 50 yili agkin stredir ¢bzilemeyen bir problem olan n késesi m kenari olan gizgelerden

12
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hangi ¢izgenin en blyik 6zdegeri maximum degeri alir sorusu 6rnek verilebilinir [28, 29]. Komsu-
luk matrisinin en biyik 6zdegerinin 6zvektériine Perron vektéri denir. Ug gizgelerin kabaca neye
benzedikleri ve Perron vektérinin yapisi bilinmektedir [29].

Bu soru ve diger motivasyonlardan dolay! dogal olarak gizgelerin komsuluk matrisinin en
blylk 6zdegeri hakkinda bir cok uc problemler ve arastirmalar bulunmaktadir [20, 21, 28, 29].
Bunun aksine cebirsel baghhgin Gzerine u¢ 6zdeger ve dzvektdr calismalari yok denecek kadar
azdir. Bu kadar 6nemli bir sabitin u¢ deger ¢alismalarinin azlig dikkat ¢ekicidir [41, 31]. Burda is-
pat tekniklerinin zorlayicihgi dnem kazandigi distincesindeyiz. Perron vektdrindn bitin eleman-
lari positifdir. Bu 6zdegeri maximize ederken ¢ok kullanishdir. Bunun aksine Fiedler vektdrinde
hem positif hem negatif degerler bulundugundan ve gizgeye midahelede (perturbation) isaret
degistirmesinin mimkin olmasi minimize ederken bir ¢ok problem ile karsilasilir. Bu noktalari bu
6nemli konudaki arastirma azliginin gerekgeleri olarak distinmekteyiz.

Ug cebirsel baglilik (izerine ¢oz az arastirma olmakla birlikte iki &nemli sani bunmaktadir:

Sani 4.1 (Godsil-Royle, 2001 [41]). Cebirsel baglihgi kiicik olan cizgelerin biyik capi ve bol

képrust vardir.

Hy,... H; k tane kbseleri bir birinden farkl siral hizip olsun. H; ile H; hizipleri arasina en

az bir kenar ekliyelim, i = 1,...,k— 1 igin. Bu gizgeye hizipli yol denir.

Sani 4.2 (Belhaiza-de Abreu-Hansen-Oliveira, AGX-Sistem Sanisi, 2005 [7]). n kdsesi m ke-
nari olan bagl gizgelerden cebirsel bagliligr en kiiglk olan gizge hizipli yoldur ve Ha, ..., Hy

hiziplerinde sadece bir kdse vardir.
Galismalarimizda iki dnemli sonug elde ettik.

Teorem 4.3 (Biyikoglu-Leydold, 2012 [12]). n kdsesi m kenari olan bagl gizgelerden cebirsel
bagliligr en kuglk olan ¢izge hizipli yoldur.

Fiedler vektorinun isaret degistirdigi kenara degisim kenari diyelim.
Teorem 4.4 (Biyikoglu-Leydold, 2012 [12]). n kdsesi m kenari olan bagh cizgelerden cebirsel

bagliligr en kiiglk olan G gizgesi hizipli yoldur. G nin bir degisim kenari var ise en fazla sekiz

tane hizipinde birden fazla kése bulunur.

Teorem 4.5 (Biyikoglu-Leydold, 2012 [12]). n kdsesi m kenari olan bagl cizgelerden cebirsel
bagliligr en kugik olan G g¢izgesi hizipli yoldur. G nin bir degisim kenar sayisina gére hiziplerin

birden fazla késesi olanlarin sayisina Ust sinir vermek mimkuanduir.
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Ayrica Teoremler Godsil-Royle sanisindaki beklenen yapinin bulundugunu géstermektedir.

Bu sonuglar ug cebirsel bagllik problemlerinde ilk kayda deger sonuglar olma &zelligine
sahiptir.

Teoremlerin ispatlari proje basvurusunda belirttigimiz cizgelerin 6zdeger ve dzvektdrlerin
yapisal 6zelliklerini kullanarak ve daha &énce gelistirdigimiz 6zgin ¢esitli ispat teknikleri kul-
lanilarak yapiimistir [8, 11].

ispatlarda discrete Courant nodal domain teoremi, sinirli gizgelerin Dirichlet 6zdegeri ve
Ozvektorleri, gcizge operasyonlarinin cgizgeye, 6zdeger ve 6zvektdrine etkisi gibi bir cok daha
once gelistirdigimiz ve kullandigimiz ispat tekniklerini icermektedir [8, 9].

Pl Josef Leydold ile birlikte ESF proje bagvurusunda bulundugumuzda 6zvektér yapisini kul-
lanarak AGX-Sistem sanisi olarak bilinen asagidaki énemli saniya ¢6zim getirmek igin ¢alis-
maya baslamigtik. Yayin kabul ve basim agsamasina girdiginde proje resmiyet kazanmadigin-
dan yayinda TUBITAK ve ESF destegi belirtilememistir. Buna ragmen bu yayinin bu proje kap-

saminda ve projenin yazilmasinna temel teskil eden bir yayin oldugunu belirtmek isterim.

4.1.2 Kimyasal cizgelerin 6zdegerleri ve Dendrimerlar

Kimyasal ¢izge kurami hidrokarbonlari kése dereceleri en fazla dért olan cgizgeler ile mod-
eller [60]. Kimyasal agacglar kése dereceleri en fazla doért olan agaclardir. Kimyasal agaclar al-
kalileri temsil eder [60]. Kimyasal cizge kurami gizge sabitleri ile kimyasal ézellikler arasinda bir
bag kurmaya calisir [60]. Kimyasal gizge kuraminda bu gizge sabitlerinden en fazla arastirilan-
lardan bir tanesi gizgelerin komsuluk matrisin en buylk 6zdegeridir A(A(G)) [60, 28, 29].
Dendrimerler ¢ok 6zel bir kimyasal agacdir. n kdsesi olan dendrimeri D,, ifade etsin. Den-
drimeri katman katman tanimliyoruz. Sifir katmaninda tek bir kése var ve bu kdseye kdk diyelim.
1. katmanda en fazla dért kése var ve birinci katmandaki bitin kdseler kok ile komsu. Diger
katmanlari yineleme (recursion) ile tanimliyoruz. k inci katmandaki bir v késenin ¢ komsusu var
k4 linci katmanda (eger toplam kdse sayisi n den az ise) ve k — linci katmanda tek bir komsusu
var. k katmanindaki son kdsenin ligden az komsusu olabilir toplam n kdseye ulasmak igin.
Tanim geregi n kdseli dendrimerdan sadece bir tane var ve bunlar kimyasal agaglar.

Fischermann ve ortak yazarlari agagidaki gézlem [36] ve buna bagli sanida [37] bulunuyorlar:

Sani 4.6 (Fischermann ve ortak yazarlari, 2002 [36, 37]). n kdsesi olan bitlin kimyasal agaclar

kiimesi 7, olsun. Eger her S € T, icin A(A(S)) < A(A(T)) ise T bir dendrimerdir.
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2|E(G)|
4

G = (V,E) gizgesinin Collatz-Sinogowitz indexi CS(G) := A(A(G)) — olarak tanim-
lanir.
Gutman ve ortak yazarlari [42] bir dnceki sonuglar igin bahsettigimiz AGX-Sistemini kulla-

narak kimyasal agaclarin Collatz-Sinogowitz indexi i¢in benzer bir sanida bulunuyorlar.

Sani 4.7 (Gutman ve ortak yazarlari, 2005 [42]). n kdsesi olan bitin kimyasal agaglar kiimesi

T, olsun. Her H € T,, igin, CS(H) < CS(Dy,).

Cok asikar bir bicimde bu iki sani bir birine denk.

Biz bu iki bir birine denk saninin dogrulugunu gésterdik.

Teorem 4.8 (Biyikoglu-Leydold, 2012 [13]). Eger T n kdsesi olan bir kimyasal agag ise ve den-
drimer degilse, M(A(T)) < A(A(Dy)).

4.1.3 indirgenmis Eslesmeler icin Ozdeger Sinirlar

Bir G gizgesinin kenarlarindan olusan M kiimesine es kiimesi (matching) denir, eger M kiimesin-
deki késeler M de en fazla bir kenarda bulunuyorsa. En fazla kenari olan es kiimesine maximum
es denir ve m(G) ile ifade edilir. M es kiimesinde bulunan her késenin M de bulunan kenari
disinda M deki koseler ile G gizgesinde baska komsgulugu yok ise, M es kiimesine indirgen-
mis es kiimesi (induced matching) denir. En blylk indirgenmis es kenar sayisina maximum
indirgenmis es sayisi denir ve im(G) ile ifade edilir. Es bulma ¢izge kuraminin en temel konu-
larindandir. Her G gizgesi igin m(G) yi polinom siirede bulmak miimkiindir. indirgenmis eslesme
¢izge kuraminda gérece yeni bir kavram olmakla birlikte (ilk yayinlardan biri Cameron (1989) [22])
bu konuda arastirmalar son zamanlarda hiz kazanmigtir. Ayrica girisde bahsettigimiz ve bulgu-
lar b6limUndn son alani olarak arastirdigimiz Gizgelerin Castelnuovo-Mumford Regularitesi igin
im(G) nin kaginilmaz énemli bir sabit olmasi indirgenmis eslesmelere 6zdeger sinirlarina bakil-
masina ayri bir boyut katmaktadir.

im(G) yi bulmak NP-tam bir problemdir [22]. im(G) igin diger gizge sabitlerine bagh sinirlarda
mevcut degildir. NP-tam problem igin bu tlr kolay hesaplanabilinir veya diger NP-tam problemler
cinsinden ifade edilebilmesi olduk¢a énemlidir.

Proje kapsaminda im(G) igin gizgenin komguluk matrisinin en blylk 6zdegerine bagl dogal
bir alt sinir bulunmustur. G ¢izgesinin komsuluk matrisi A(G)’nin ay, elemanlari 1 eder x ve y
komsu ise, diger bltin elemanlar sifir (diyagonal elemanlar dahil). A(G) matrisinin en blyik

6zdegerini A(G) ile ifade edelim.
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Teorem 4.9. [Biyikoglu, 2015 [19]] G bagh bir gizge ise, A(G) < “V=28mO1 1 1y () —
2im(G).

Sonuc¢ 4.10. [Biyikoglu, 2015 [19]] G = (A,B) bagl bir bipartite cizge ise, A(G) <

1214 : .
r+/(r 1)2+4 m(G)r, r=|A| —im(G), eger |A| = |B|.

G = (A, B) bipartite ise ve A ve B deki kdse sayisi farkli oldugunda da benzer bir sonug

vermek mimk{n ama bu durumda esitsizligi ifade tarzi oldukca uzamaktadir.

Uyan 4.11. Her kdse sayisi n i¢in Teorem 4.9 ve Sonug 4.10 esitligini saglayan gizgeler bulun-

maktadir. Bundan dolayi sinir keskindir.

ispat icin kullanilan metot proje basvurusunda énerdigimiz dzvektdr yapisidir. Bu sonug
im(G) nin gizgelerin 6zdegerleri ile iligkisini inceleyen arastirmalarinda ilklerinden olma 6zel-
ligine sahipdir. Literatirde im(G) 6zdeg@erler igin gizge yapisal sinirlari igin sadece arag olarak
kullan G¢ sonug¢ var: Cardoso ve ortak yazarlarinin (2008) [23], P. Rowlinson (2010) [58] ve
Cardoso-Rowlinson (2010) [24].

Uyar 4.12. Komsuluk matrisini kullanarak im(G) i¢in manali bir 6zdeger Ust sinirin gizge
6zdegeri arastirmalarinin en temel ve heniiz tam ¢6zlilememis problemlerinden birisi olan n
kdsesi m kenari olan gizgelerden hangi gizgenin en blylk 6zdegerinin en kiigik degeri aldigi

sorusu ile yakindan alakali oldugu g6zlemlenmistir.

4.1.4 Fiedler Vektorinin L-1 Normu

Pl Josef Leydold ile birlikte ytrittigimz bir diger arastirma konusu Fiedler vektérinin L-1 nor-
munun temel 6zelliklerinin arastiriimasidir. Gizgenin Laplace matrisinin ikinci en kiigiik 6zdeger-
ine cebirsel baghlik oldugunu daha énce belirtmistik. Bu 6zdegerin 6zvektorleri olan Fiedler vek-
tériinin matematik ve diger alanlarda bir cok uygulamasi bulunmaktadir [8, 29]. Buna karsin
Fiedler vektérinin L-1 normu hakkinda nerdeyse hi¢ bir sey bilinmiyor. Fiedler vektérinin
olasilik, heuristik algoritmalar gelistirme, en iyileme ve buna benzer alanlarda ortaya ¢ika-
bilecek hesaplamalarda L-1 normunun (vektdérin koordinatlarinin mutlak degerlerinin toplami)
6nem tasidigini disindigimuizden bu konun ileride énem taglyacagini dustinmekteyiz. Arastir-

malarimizin heniiz baglangi¢ asamasindayiz. ileride galismay! planladigimiz problemler:
Problem 4.13. Cizgelerin Fiedler vektdriiniin L-1 normu hakkinda neler sdylenebilinir?
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Problem 4.14. Fiedler vektérinin L-1 normu i¢in ne tir dogal alt ve Ust sinirlar bulunabilinir?

Problem 4.15. Hangi 6zel cizge siniflar i¢in Fiedler vektdriiniin L-1 normlari hakinda sonuglar

elde edilebilinir?

4.1.5 Biyolojik aglar, dinamik sistemler ve karmasik sistemlerde goériilen ag entropisi

Fatihcan Atay (Max Planck Institute for Mathematics in the Sciences, Leipzig, Almanya) ile birlikte
biyolojik aglar, dinamik sistemler ve karmasik sistemlerde gérilen ag entropisi kavrami (izerine
arastirmalarda bulunduk.

Yaptigimiz galismalarda ag entropisinin aglarin en biytuk 6zdegeri ile iligkili oldugunu
gbézlemledik. Dogal olarak ag entropisi aglarin 6zvektdrlerinin geometrik 6zellikleri ile iligkili
oldugundan proje kapsaminda ag entropisini inceledik. Proje kapsaminda ag entropisi, sosyal
aglarda karsilasilan aglarda asortiklik, en blylk ézdeger ve kimyada ¢okga kullanilan Randic in-
deksinin birbirleriyle iligkilendirdik. Kimya, Fizik, Dinamik Sistemler, Enformasyon Kurami, Sosyal
Aglar ve Gizge Kurami gibi bir cok alanlar ile iligkili olan aragtirmalarimizdan ortaya ¢ikan bulgu-
lar:

Dinamik sistemlerde topolojik entropi olarak adlandirilan énemli bir kavrami kisaca ¢izge ku-
rami dilinde su sekilde ifade edebiliriz:

G yonll bir gizge olsun. G nin her kbsesine sectigimiz bir alfabeden birbirinden farkli birer
harf veriyoruz. X kiimesi gizgenin Uizerinde dolastigimizda olusan biitliin sonsuz harf dizilerinin
kiimesi olsun. B(X,k) bitin k uzunlunlugundaki bloklarin X de bulunanlarinin kiimenin ele-

log(B(X ,k))
k

man sayisi olsun. Topolojik entropi H(X) = limy_,e olarak tanimlanir. Benzer sek-

ilde cizgelerde (yoll veya ydnsiiz) entropi tanimlamak mimkin: N(G,k) G gizgesi Uzerinde k
uzunlugundaki bitin gezintilerin sayisi olsun. n kdsesi olan bir gizgede limk_m(]@)l/k G
cizgesinin komsuluk matrisinin en blyik 6zdegeri A(A(G)) ye yakinsar (Cvetkovic (1976) [28]
ybnsuz gizgeler igin, Fujii (1993) [39] yonll gizgeler igin). Arastirmaya baglama sebeplerimizden

biri yaptigimiz su temel gdzlem olmustur.
Gozlem 4.16 (Atay-Biyikoglu, 2015 [3]). Topolojik entropi H(G) = log(A(A(G))).

Bu gézlem sonucu dinamik sistemlerin topolojik entropisi, dinamik sistemin gizgesinin en
blyUk 6zdegeri ile dogal yollardan alakali. Ayrica gesitli ¢ikarimlarimiz ve literatlirde var olan
farkli alanlardaki sonuglardan cgizge entropisi istatistiksel mekanikte énemli olan Gibbs pren-

sibi ve enformasyon kuraminda oldukga 6nemli olan Shannon entropi ile ¢ok yakindan iligkili
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oldugunu gdsterdik [3]. Bir diger 6nemli baglanti projemizin ana sunusunda belirtigimiz ¢izgenin
Perron vektérindin ( komsuluk matrisinin en blyik 6zdegerin 6zvektdri) bahsi gegen kavramlar
ile yakindan iliskili oldugunu gdésterdik [3].

Kimyada bir ¢ok kullanimi olan Randic indeksi organik bilesiklerde doymus hidrokarbonlarda
karbon iskeletinde yan dal olugsmasini él¢lyor (Randic (1975) [57]). Cizge dilinde Randic in-
deksi R(G) = Ly (G) m degerlerini ifade ediyor, d(x) x kdsesinin derecesi (komsu sayist).
Randic indeksinin genel hali R,(G) = ¥.,yeg(c)(d(x)d(y))", r her hangi sabit bir reel say ile
tanimlanmakta.

Sosyoloji, sosyal aglarda, biyoloji ve epidomolojide énemli olan bir kavram olan asortik-
lik (assortativity) Newman (2002) [54] tarafindan tanimlanmistir. Kisaca komgu sayisi yiksek
olan kdselerin komsu sayisi yiksek olan kdseler ile bagh olmasi olarak tanimlanabilinir. Arastir-
malarimizda gesitli ¢girakimlar sonucu bunun genel Randic indeksin 6zel bir sekli olarak tanim-
lana bilecegini gérdik buna asortik(G) diyelim. Doyle ve ortak yazarlari 2005 [33] yilinda buna
benzer bir kavram olarak her gizge icin bir s-metrik(G) tanimliyorlar. Bir ¢ok alanda farkli ifade ve

kullanimlari olan kavramlarin ayni sey oldugunu gézlemledik.

Teorem 4.17 (Atay-Biyikoglu, 2015 [3]). Her G ¢izgesi igin, asortik(G)= s-metrik(G)= 2.ci Zagreb
indeksi(G)= 6zel Randic indeks(G).

Ayrica bu kavramlara gizgenin en biyUk 6zdegeri cinsinden bir Gst sinir bulduk.

Sonug 4.18 (Atay-Biyikoglu, 2015 [3]). % < MA(G)).
Us

Derece dizileri ve derece dagilimlari bir ¢ok bilim alaninda kullanilan ve g¢esitli temel soru-
larda karslya ¢ikan énemli kavramlar. Gergek bir gcok agin ¢ok 6zel derece dizisi ve derece
dagilimlar var ve sistemin c¢esitli 6zellikleri i¢in bu iki kavram ¢ok fazla kullaniimakta. n kdsesi
ve koselerin dereceleri dy, ... ,d, olan bir G gizge varsa, d = (d,,...,d,) dizisine derece dizisi
denir. Derece dizisi d olan butlin gizgelerin kiimesini H(d) ile ifade edelim. Temel problemlerden

birisi su sekilde ifade edile bilinir:

Problem 4.19. H(d) kiimesinde en bliylik/en klglk entropisi (asortikligi, Genel Randic indeksi

olan gizgeler hangisi(leri)dir?

Bu soruya gerekli kosulu ortaya ¢ikararak bir cevap vermemiz arastirmalarimiz sonucunda

mUmkan olmustur.
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Teorem 4.20 (Atay-Biyikoglu, 2015 [3]). H(d) kimesinde en blyuk entropisi, asortikligi, Genel

Randic indeksi ve en blyik 6zdegeri maximum olan gizge sarmal seklindedir.

Bu teorem yeter kosul getirmemektedir. Birden fazla ¢izgenin bu sarmal yapiya sahip olmasi
mUmkandir [3]. Agaglar hem ¢izge kuraminda hemde bir ¢ok alandaki uygulamalarinda ¢ok

6nemlidir. Bu teorem agag dizileri icin hem gerekli hemde yeterli bir sonugtur.

Teorem 4.21 (Atay-Biyikoglu, 2015 [3]). Derece dizisi d olan bitiin agaclarin kimesinde en
blyUk entropisi, asortikligi, Genel Randic indeksi ve en bilyilk 6zdederi maximum olan tek bir

agac vardir. Bu tek agacin derece ve Perron vektéri sarmal seklindedir.

Burada sarmal yapida olan agaci insaa etmek oldukca kolaydir. Cizgenin sarmal sekili
kdselerin komsgularinin derecelerine gére tanimlanmig bir yapidir. Raporu kisa ve anlasilir tutmak
adina belirtmiyoruz [10]. Bilgi vermesi agisindan Bélim 4.1.2 tanimladigimiz n késesi olan den-
drimer D, nin sarmal yapisi vardir. Teoremlerin ispatlarinda proje basvurusunda bahsettigimiz
6zdeger ve dzvektdr yapilari kullaniimistir [8, 10, 9]. Elde ettigimiz sonuglar literatiirde bulunan
daha dnceki sonuglari, yaklagsimlari, hem genellemis (6rnek olarak Delermo ve ortak yazarlarinin
sonuglari (2003) [32]) hemde Doyle ve ortak yazarlarinin édngdéruleri (2005) [33] ispatlanmigtir.

Proje kapsaminda doktara sonrasi bursiyer olarak 2012 yilinda dért ay ¢alisan Dr. Lale
Ozkahya ile birlikte derece dizileri ve derece dagilimlarinda ézellikle kuvvet yasasi dagilimlarinda
ortaya c¢ikabilecek kacinilmaz u¢ (extremal) yapilar ve bu yapilarin énemli ¢izge sabitlerine etk-
ileri Uzerine galistik. Bu kapsamda ortak baktigimiz bir diger konu geometrik gizgelerin belirli
¢izge sabitleri igin esiklerin arastiriimasiydi. Her iki konudada galismalarimiz heniiz baslangi¢
asamasindadir.

Normalize Randic indeksi olarak yeni bir tanim verdik.

Tanim 4.22 (Atay-Biyikoglu, 2015 [3]). Normalize Randic indeksi NR,(G) = Z“”;”“(jzfjgzv) !
ve

Teorem 4.23 (Atay-Biyikoglu, 2015 [3]). NR(G) = max,~oNR,(G) olsun, NR(G) ag entropisi

formundadir.

Teorem 4.24 (Atay-Biyikoglu, 2015 [3]). Renyi ag entropisi ve Tsalis g-ag entropisi NR(G) ile

dogrudan ifade edilebilinir.

Tanimladigimiz Normalize Randic indeksi kavraminin ag entropisini dogal yollardan ifade

edilebilmesini énemli buluyoruz.
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4.2 Cizge Kurami Modellemeleri ve Céziimleri

Proje kapsaminda biyoloji, bioinformatik, dinamik sistemler, fizik, haberlesme, kriptoloji ve sosyal
aglar alanlarindan gelen birinden tamamen bagimsiz olan temel problemlerin ¢izge modellemesi
ve gizge kurami ile ¢ézllmesi ve elde edilen sonuglari ve bulgulari bu bélimde detayli bir sekilde

irdeliyecegiz.

4.2.1 Kablosuz Aglarda Bilgi Alsverisinin Cizge Kurami ile Modellenmesi ve Cizge

Eslesme Metotlari ile Tam Cézimu

Onur Kaya (Isik Universitesi, Elektronik Baliimi) ile birlikte kablosuz aglarda bilgi alisverisinin
iyilestiriimesinde ¢izge kurami metotlarinin kullaniimasina yénelik arastirmalarda bulunduk.

Proje baglangici su temel soru ile bagladi.

Problem 4.25. Kablosuz aglarda bilgi alisverisini saglamak amaciyla olusturulan yénli agdaki
kdselerin komsularindan yararlaniimasi durumunda hangi eslesmelerin bilgi aligveriginde en iyi

sonucu verir?

Bu problemi bir dénlisiim yaparak ¢izge kuraminin en temel problemlerinden yénsiiz agirhikli

eslesme problemine dénlstrdik.

Model 4.26 (Baksi-Kaya-Biyikoglu [4]). Kablosuz aglarda bilgi aligverigini ve maliyetini gésteren

yonll agdaki bilgiler bir ddnlisim yapilarak yénsiz eslesme problemine dénUsturulebilinir.
Arastirmalarimizdan ortaya ¢ikan bulgular:

Teorem 4.27 (Baksi-Kaya-Biyikoglu, 2012 [4]). Kablosuz yénli aglarda bilgi alisverigi bu sistemi
ifade eden ydnsiiz gizgenin kenar agirliklarinin toplami maximum olan eglesme ¢6z0 ile tam

olarak hizl (polinom surede) bir sekilde ¢dzular.

Yonlu agin yénsiz aga dénustirilerek eslesme problemi olarak ¢ézilmesi kablosuz aglarda
benzer bir kag problemin ¢ézlImesine ve genellestiriimesine imkan vermistir. Ayrica kanal kapa-

sitesini daha verimli kullanabilen bal petegi hiicre modeli dnerilmistir.

Model 4.28 (Baksi-Kaya-Biyikoglu, 2013 [5]). Kablosuz yénli aglarda bilgi aligverigi bu siste-
minde kullanicilarin bal petegi hicrelerinde ve komsu hicrelerdeki kanal kapasitesini kullan-

abilme problemini ifade eden yénsiiz gizge ile ifade edilebilinir.
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Teorem 4.29 (Baksi-Kaya-Biyikoglu, 2013 [5]). Kablosuz y6nli aglarda bilgi aligverisi bu sis-
temde kullanicilarin bal petegi hiicrelerinde ve komsu hicrelerdeki kanal kapasitesini kullan-
abilme problemini ifade eden ydnsiz gizgenin iki komsu kenarin gok kenarli ve agirlikh problemi
kenar agirliklarinin toplami maximum olan eslesme ¢6z0 ile tam olarak hizli (polinom stirede) bir

sekilde ¢ézuldr.

Sonuc 4.30 (Baksi-Kaya-Biyikoglu, 2013 [5]). Onerdigimiz bal petegi hiicreleri modeli kul-

lanildiginda kanal kullanim kapasitesi iki katina gikar.

4.2.2 BIONETALIGN: Biyokimyasal Aglarda Fonksiyonel Ortoloji Cikarimi Amach Global

Hizalamalar

Cesim Erten (Kadir Has Universitesi, Bilgisayar Bélimi) ile birlikte Bioinformatikte ortaya ¢ikan
problemlerin ¢izge kurami metotlari ve teorik bilgisayar bilimleri ile modellenmesi ve ¢6zilmesine
ybnelik calismalarda bulunduk. Ayni baglikli TUBITAK projemiz (proje no 112E137) 2014 yilinda
sonuglandi. Burada bu proje ile ilgili bélimlerini fazla bioinformatik detaya girmeden &zetliye-
lim: Biyokimyasal iki farkli canli aglarinda gizge kuramini ve teorik bilgisayar bilimleri metotlarini
kullanarak iki canli biyokimyasal aglari arasinda benzer fonksiyonlari bulmayi amagcladik.

Cizge dilinde 6ngdrdigimuz model su sekilde:

Model 4.31 (Abaka-Biyikoglu-Erten, 2013 [1]). Verilen iki G ve H ¢izgenin kdseleri arasinda
bir benzerlik gizgesi B tanimlaniyor. G ve H gizgeleri farkli organizmalarin biyokimyasal aglarini
temsil ediyor. B benzerlik gizgesi evrim ve diger islevsel benzerlikler agisindan manal benzer
olabilecek kose eslerini belirtiyor. C = (a,b,c,d) koselerinden ve ab G nin kenari, cd H nin
kenari ve bc,ad B gizgesinin kenarlarindan olugan déngllerin birer kge ile temsil ettigi bir yeni
¢izge D tanimliyoruz. Yeni D gizgesinin kenarlari doért kdseli dongilerin 6zel kesigimlerine gére

tanimlaniyor.

Teorem 4.32 (Abaka-Biyikoglu-Erten, 2013 [1]). D ¢izgesinin en blylk bagimsiz kimeleri biy-

oinformatik ve biyoloji agisindan aranilan 6zellikleri ifade ediyor.

Genel olarak bir gizgenin en blyik bagimsiz kimelerini (kimeye ait késelerin arasinda her-
hangi bir kenar bulunmasi gerekiyor) bulmak temel NP-tam problemlerden biridir. Literattirde bi-
linen cesitli bagimsiz kiime bulma yaklasim algoritmalari kullanilarak makalede énerilen 6zgin
ve yeni yaklasim kullanilarak biyolojik anlamh bulunan ¢esitli sonuglari ve daha 6nce bilinen

sonuglari kapsayan biyolojik sonuglari yayinladik [1].
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Projenin ESF-TUBITAK projesi ile ilgili kismi tam olarak G, H ve B gizgelerinden elde edilen D
cizgesinin ¢izge kurami 6zelliklerinin ve yapisinin arastiriimasina yoneliktir. Aragtirmalarimizdan
ortaya ¢ikan diger bulgular:

D cizgesi pratik dneme sahip oldugundan D ¢izgesinin biyolojik olarak énemi olan 6zel hal-
lerini inceledik. D(2,1) gizgesi G gizgesindeki koselerin H gizgesinden iki kose ile eslesmesi ve

H deki kbselerin G den en fazla bir tane kdse ile eslesme durumuna gére elde edilen D gizgesi.

Teorem 4.33 (Alkan-Biyikoglu-Demange-Erten, 2015 [2]). D(2, 1) gizgeleri igin en blyuk bagim-

siz kiimeyi bulmak NP-tam problemdir.

Geri kalan tek durum D(1,1) bu zaten bilinen esleme problemi ile polinom surede
¢6zulebiliniyor. Bu kadar az komsuluk i¢in bile problemin NP-tam olmasi oldukga sasirtici ve yak-
lasim algoritmalarinin kullaniimasindan baska yapilabilecek bir seyin olmadigi anlamina geliyor.

D(2,1) gizgelerini yapisal 6zellikleri ortaya koyarak ve bunlardan yararlanarak yaklagim al-

goritmalar gelistirdik ve yaklagsim algoritmalarinin optimuma yaklasma oranlarini belirledik.

Teorem 4.34 (Alkan-Biyikoglu-Demange-Erten, 2015 [2]). D(2, 1) gizgeleri bes koseli hizip iger-

mez.

Teorem 4.35 (Alkan-Biyikoglu-Demange-Erten, 2015 [2]). D(2, 1) gizgelerinin en blyik bagim-

siz kimesi en az en blyUk komsgu sayisinin yarisi kadardir.

D(m, 1) gizgeleri D(2,1) gizgelerinin genel hali: D(m,1) G gizgesindeki koselerin H giz-
gesinden en fazla m kbse ile eslesmesi ve H deki kdselerin G den en fazla bir tane kdse ile

eslesme durumuna gore elde edilen D cizgesi.

Teorem 4.36 (Alkan-Biyikoglu-Demange-Erten, 2015 [2]). D(m, 1) gizgeleri en fazla m? koseli
hizip igerir.

Teorem 4.37 (Alkan-Biyikoglu-Demange-Erten, 2015 [2]). D(m, 1) gizgeleri (2dmin + 2)-penge

icermez.

Teorem 4.38 (Alkan-Biyikoglu-Demange-Erten, 2015 [2]). D(m, 1) gizgeleri igin bir cok yaklagim

algoritmasi igin yaklagim oranlari verilmigtir.
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4.2.3 Kanaat Dinamigi ve Cizge Benzeryapi Donligiimleri

Kaan Oztiirk (Yeditepe Universitesi, Bilisim Balimii) ile birlikte aglarda kanaat dinamigi calis-
malarinda bulunduk. Kanaat dinamiginin giincel sosyal aglarda ve ¢ok blyUk aglardaki olasi
kullanimlarida bulunmakla birlikte karmasik dinamik sistem davraniglari heniz tam olarak an-
lagilamamigtir [25]. Proje kapsaminda ag yapisinin kanaat dinamigine nasil bir etkisi oldugunu
arastirdik.

Agdaki her v kosesinin (kisiler veya sistemin birim elemanlarinin) bir baglangi¢ k(v) kanaati
(say! olabilir yada daha karmasik durumlarda vektdérde olabilir) var. Kdseler ¢ + 1 inci zaman-
daki kanaat degerlerini komsu kdselerin + zamanindaki kanaatlerine ve baska etmenlere bagli
bir fonksiyon ile gtincelliyorlar. Sinirli glivenilir (bounded confidence) adi verilen modellerde iki
kdsenin etkilesime gecebilmesi icin kanaat degerlerinin farkinin mutlak degerinin belirli bir esik
d degerini gegmemesi gerekir. Bu tir modellerde sistem dengeye ulastiginda her iki komsu
kdsenin kanaat deg@erlerinin farkinin mutlak degerinin esik degeri d den blylk olma kosulunu
saglamasi gerekir [25].

Kullandigimiz aglarda kanaat dinamiginin ¢izge kurami modeli kisaca su modele denk

gelmektedir:

Model 4.39. G = (V,E) gizgesi verilen herhangi bir bagl gizge olsun. G gizgesinin her v kdsesi
icin bir renk(v) verilmig olsun. Bu renkler R = {1,...,r} renk kimesinden olsun. G ¢izgesinde
komsu her iki v ve u kdsesi igin |renk(u) — renk(v)| > d, d esik dederi sartinin saglamasi gerek-

mektedir.
Problem 4.40. Yukardaki sartlari saglayan en fazla kag ¢esit renk G ¢izgesinde bulunur?
Problem 4.41. Maximum rengi hizla bulmak mimkinma?

Problemler ilk bakista klasik ¢izge boyama problemi (komsu kdselerin farkli renklerle boyanip
en az renk kullanilarak nasil boyanabilecegi) ile iligkili oldugu disiinllse de aslinda problemlerin
benzeryapi problemleri odugunu gdsterdik.

Elimizde bagh bir G gizgesi ve koseleri {1,...,r} olan bir H gizgesi olsun. H gizgesinin
kdselerinin kendisine dénguleri (loop) bulunmakta. H gizgesi burada kanaatlerin gizgesi. G giz-
gesinin komsu iki kdsesi u ve v ve renk(u) = a ve renk(v) = b ancak ve ancak a ve b koseleri H

cizgesinde komsu iseler G ¢gizgesi H -kanaatli denir.
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Verilen iki G ve H gizgesi olsun. Eger G’nin késelerinden H’nin kdselerine giden ve G'de her
komsu x ve y koseleri igin f(x) ve f(y) H de komsu olan bir f fonksiyonu varsa G ¢izgesi H giz-
gesine benzeryapidadir (graph homomorphism) denir. Bir T ¢izgesinden sadece bazi kenarlarin
silinmesi ile elde edilen gizgeye T ¢izgesinin geren alt ¢izgesi denir.

Arastirmalarimizdan ortaya ¢ikan bulgular:

Teorem 4.42. G cizgesi H-kanaatlidir ancak ve ancak G ¢izgesi H ¢izgesinin geren bir alt ¢iz-

gesine benzeryapidadir.

Benzeryapi dénisimlerini bulmak NP-tam bir problem oldugundan [45], bu teoremin ana
sonuglarindan birisi problemlerin NP-tam bir problem oldugunu gdsteriyor. Ayrica, maximum

rengi bulmak icin gelistirilebilecek hizli bir algoritmanin mimkan olmadigini da gésteriyor.

Sonug¢ 4.43. G cizgesinin H-kanaatli olup olmadigina karar verme problemi NP-tam bir prob-

lemdir.

NP-tam problemlere yaklagim algoritmalari geligtirmek basl basina bir énemli bir alan
oldugundan ve benzeryapi yaklasimlari diger NP-tam problemlerden farklilik gésterdiginden [45]
ve yaklasim algoritmalari gelistirmenin uzmanhgimiz olmadigindan projede herhangi bir yak-
lagim algoritmasi gelistirmedik.

Kanaat dinamiginin kullanilabilir géztGimler icermesi gerekliliginden sezgisel yaklasim algorit-
malari ve bunlarin benzetimleri {izerinde Kaan Oztiirk calismaktadir. Sezgisel yaklasim, benze-
timler ve bilgisayar programlarinin yazilmasi ve test edilmesi ardindan ¢ikan sonuglarin yorum-

lanmasi bittiginde sonuglarin yazim asamasina gegilecektir.

4.2.4 Kiitle Spektrometresi Cizgeleri ve iyon Farki Eslestirme Problemi

Jens Allmer ve grubu (izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii, Molekiiler Biyoloji ve Genetik Bsliimii)
ile birlikte Bioinformatikte ortaya ¢ikan problemlerin ¢izge kurami metotlar ile modellenmesi ve
¢6zllmesine yobnelik calismalar yUratiyoruz. Molekdllerin bilegenlerinin ayirt edilebilmesi icin
genelde kltle spektrometresi kullaniliyor. Kitle spektrometresi ile yapilan 6l¢cimler esnasinda
molekdller ufak parcalara (ve belirli bir diizen takip etmenin mimkin olmadigi sekilde) ayirilarak
6lcimler yapiliyor. Genel, temel ve 6nemli problemlerden biri: her parganin alti iyon farki tipinden
birisi ile dogru bir sekilde eslestiriimesi gerekiyor. Amacimiz bu pargalarin iyon farki eslestirme

probleminin ¢izge kurami ile modellenmesi ve ¢ézilmesi.
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Problemin {ic modiil(i var. Birinci modiil biyolojik problemin gizge olarak modellenmesi. ikinci
modul biyolojik eslendirmeye temel teskil eden biyolojik kurallar ¢izge kurami diline ¢evrilmesi.
Ugiinci modiil cizge kurami metotlariyla ¢dzilmesi ve ¢dziimlerin biyolojik olarak yorumlanmasi.
Bu @i modiilde bir birine bagl ve modiillerin i¢ ice gegen durumlari bulunuyor. ilk modiil olan
problemin ¢izge kurami ile modellenmesi tamamlandi. Problemin dogasi geregi ¢izge modelinde
yeri geldikce ufak degisiklikler olmakla birlikte problemin temel cizge modelini tamamladik. ik-
inci modull teskil eden biyolojik kurallarin ¢izge diline aktariimasi tamamlandi. Son modul igin
cesitli algoritmalar gelistirildi. Su anda ¢éztmlerin biyolojik olarak yorumlanmasi ve ¢dzimlerin
iyilestirme asamasindayiz.

Proje kapsaminda baktigimiz kitle spektrometri iyon farki eglestirme probleminin gizge ku-
rami modellemesi (modelleme ile ilgili bir cok detay ve ¢izge modelleme igin epey zaman alici

bir slireci doguran biyolojik detaylar atlanilarak) su sekilde 6zetlenebilir:

Model 4.44. Her v kosenin bir biyolojik m(v) agirh@i kitle spektometri cihazlari ile belirli bir hata
pay! ile dlgulebiliniyor. Bu dlgimlerin gercek degerlerinden Kirmizi-Yesil ve Mavi-Yesil kenar agir-
hklari adini verdigimiz iki gizge tanimliyoruz. Bu gizgelere biyolojik ¢izgeler olarak adlandiriyoruz.

Ayni sekilde iki tane kitle spektrometri degerlerine gore veri gizgelerini tanimhyoruz.

Problem 4.45. Veri gizgelerindeki her kdsenin alti harften biri ile biyolojik olarak dogru olarak

harflendiriimesi.

Problem cesitli alanlarda giinlik laboratuar ve arasgtirmalarda kullaniimasina ragmen heniiz
¢bzllememistir. Literatirde bu probeleme (¢ standart kabul edilen yaklagim vardir. Birinci metot
Pevzner ve ortak yazarlarinin yaklasimidir (1999, 2005, 2013) [30, 38, 48]. ikinci yaklagim Chi ve
ortak yazarlarinin gelistirdigi yaklasimdir (2010) [27]. Ugiincii yaklasim Pan ve ortak yazarlarinin
metodudur (2010) [56].

Bizim proje kapsaminda ana arastirma alanimiz (¢ metodunda biyolojik cizgelerin yapisal
Ozelliklerini g6z ardi ettigi biyolojik gizgelerin yapisal 6zelliklerinin belirlenip bunlarin kbése
harflendirmesine katkisini arastirmak.

Yukarida bahsettigimiz modeli ve bahsi ge¢cen metotlarin kullanimini zorlasgtiran oldukga
6nemli bir konu 6l¢iimlerin kesin olmadigi ve her zaman kenarlar igin bir hata pay! araliginin
hesaba katilmasinin gerekliligi. Bu hata payi araliklari gizgede gercekte var olan kenarlari yok-

mus gibi gbsterebilmekte ve gercekte olmayan kenarlari varmis gibi gésterebilmekte. Bu durum
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biyolojik ve ¢izge kurami agisindan gerek yapisal gerek niceliksel problemleri barindirdigindan
Oncelikli olarak bu konuya aciklik getirdik.
Modele ek: Makina 6lgim hatasi & yeterli bir modelleme igin & € [0,0.25) araliginda olmasi
gerekmektedir.

Bu hassasiyet ginimiz kitle spektrometri élcim makinelerinin sagladigi bir hassasiyet.

Hata hassasiyetinin belirlenmesi ilk defa bizim éngdrdigimiz modelde dikkate alinmigtir.
Ozellik 4.46. Biyolojik G cizgesi veri gizgesi D nin geren alt cizgesidir.

Veri gizgesinde kenar ama biyolojik cizgede kenar olmama halini test edebilmek icin veri
cizge kabul kosulu olusturduk. Her v kosesi igin [0,28] araliginda hata degeri tanimlamak ve
bunun kabul edilebilir oldugunu kontrol etmek mimkindar.

Modele ikinci ek: Veri ¢izgesinin kabul edilebilir olmasi ¢izge kenarlari Gzerinde olusturulan bir
lineer programin ¢6zimu olmasi ile kontrol edilebilinir.

Veri gizgesinin tamaminda ¢6zmek yerine gizgede sorun teskil eden bir alt ¢izgede bu lineer
programi ¢6zmek mumkuindar.

Arastirmalarimiz sonucunda elde ettigimiz dnemli bulgular:
Teorem 4.47. Kitle spekirometri gizgelerinin maximum hiziplerinde en fazla dért kdse bulunur.

Teorem 4.48. Biyolojik Kirmizi-Yegil kenarlardan olusan cizgelerde sadece (¢ kdsesi olan

hizipler icerir.

Teorem 4.49. Biyolojik Mavi-Yesil kenarlardan olusan cizgelerde ¢ késeli veya doért kdseli

hizipler icerir.
Teorem 4.50. Biyolojik manali 20 farkli dort kdseli hizip ve 22 farkl G¢ késeli hizip bulunmaktadir.

Sonug 4.51. Bu sonuglar uygulama ve pratik agidan 6neme sahip. Genel gizgelerde hizip bulma
zor bir problem olup NP-tam bir problemdir ve hizli bir algoritma yoktur. Maximum hiziplerde
en fazla dort kdse olabilmesi hem bitlin hiziplerin ¢ok hizli bir sekilde bulunabilmesini hemde

hizipler arasi iligkilerin incelebilirligine olanak saglyor.

Kombinatorik kisitlar ve gizge yapisi tersini sdylemesine ragmen, biyolojik sezgi kbéselerin
en fazla bir biyolojik manal hizip igerisinde olabilecegi yénindeydi. Bu yénde ilk algoritmayi

olusturduk.
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Algoritma 4.52. Kirmizi-Yesil ve Mavi Yesil kenarl veri gizgelerinde her késeyi bulundugu biy-

olojik en buyik hizipe gére kése harfini ver.

Sonuc¢ 4.53. Bu asamadaki sonuclarimiz standart ¢ metodun sonuclari ile her yéni ile boy

Olclslcebilecek dlizeydedir.

Sonuc 4.54. Kirmizi-Yesil kenarli gizgelerden olusan veri gizgelerinde biyolojik manali hiziplerin

icinde olan her kdseyi dogru harflendirdik.
Gozlem 4.55. Kirmizi-Yesil kenarli gizgelerde ¢gok az kdse hizip igerisinde.

Sonuc¢ 4.56. Kirmizi-Yesil kenarli veri gizgelerindeki dogru kdése harflendirmelerini Mavi-Yesil

kenarl veri gizgelerinde kullama ile biririni dogrulayan bir yontemi literatiirde ilk defa gelistirdik.

Gozlem 4.57. Biyolojik cizgelerde sadece kombinatorik ve gizge yapisi dikkate alinarak biyolojik

manali iki hizipin bir ortak kdsesi oldugunu gézlemledik.

Biyolojik olarak bu tur hizip kesisimleri iki sekilde meydana gelebiliyor: Birinci durumda iki
hizipin bazi kdselerinin farkli amino asitlere ait olmasi. ikinci durumda iki hizipde ayni amino

asitde oldugunda biyologlarin iyon sigramasi adini verdikleri durum meydana geliyor.

Sonug 4.58. Her iki hizip kesismesi durumuda kombinatorik ve gizge kisitlari ile ayirt etmek ve

dogru harflendirmek mimkdin.

Ayrica biyolojik cizgelerin yapisal ézelliklerinide inceledik. C, ddngustine G gizgesinde in-
dirgenmis déngi denir eger, k > 3 ve dénginlin koselerinin déngu kenarlari disinda G ¢iz-
gesinde baska bir kenari yoksa. G cizgesi licgenlenmis ¢izgedir ancak ve ancak G cizgesinde

bir C, ddnglst yok ise her hangi bir k > 4 degeri igin.

Teorem 4.59. Biyolojik cizgelerde biyolojik manali sadece indirgenmis C4 dénguleri olabilir.
Sonuc 4.60. Biyolojik manal olabilecek indirgenmis C4 déngilerinden hepsi belirlenmistir.
Teorem 4.61. Biyolojik gizgeler 4-l¢genlenmig cizgeler sinifinin Gyeleridirler.

Bu sonug goésteriyorki biyolojik gizgeler Giggenlenmis gizgelerden ¢ok farkli degiller ve yapisal
gizge kuraminda tanimlanmig ve arastirlmig 4-G¢genlenmis cizgeler sinifinin GOyeleriler. k-

Ucgenlenmis enfazla indirgenmis déngusi Cy, olan cizgelere deniliyor.
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Sonuc 4.62. Bu sonuglar kutle spektrometri gizgelerine gizge kurami agisindan yaklagimda yeni
bir ydn agmaktadir. Bir gok NP-zor ve NP-tam problem k-licgenlenmis ¢izgelerde polinom hizinda

etkin olarak ¢6zulebilir.

Bunun 6tesinde bir ¢ok biyolojik problemin ¢izge kurami ile etkin ¢ézilmelerine zemin hazir-
liyabilecek diizeyde bir etkilesim séz konusudur.
Yeni DAG algoritmasi:

Harf dizilerini olusturmak icin kendi yaklagsimimizdan elde ettigimiz gizgeden yararlaniyoruz.
Harf dizisini olusturmak icin kullandigimiz gizge déngu icermiyen yonli bir ¢izgedir (DAG= di-
rected acyclic graph). Bu DAG cizgesinin kdkinden (root) belirli 6zelliklere sahip yapraklari
arasindaki yonli yollar olasi butiin harf dizilerini vermektedir (yénli kenarlarin agirliklar bir harf

ile temsil edilmektedir).

Teorem 4.63. Biyolojik kitle spektrometri degerlerini igceren gizgede biyolojik yapiyi betimliyen
harf dizisi yonlt déngl icermiyen yonll bir gizgenin kékinden belirli yapraklarina giden yonli

yollar ile ifade edilebilinir.

DAG’in kékinden belirli yapraklarina dogru Ustsel sayida yol bulunabilinir, buna bagli olarak
Ustsel sayida harf dizisi bulmak mimkin. Bu hem teorik (¢izge kuraminda ve bilgisayar bilim-
lerinde tercih edilmeyen ve asilmasi mimkin olmiyan problem karmagikligi demektir). Ayrica
pratik anlamda problemler yaratmaktadir (hesaplama siresi hissedilir derecede artmaktadir).
Modelin gercek verilerde 20000 kdsesi olan bir DAG olusumuna kadar gecen slire milisaniyeler
tutarken butiin yollarin ve harf dizilerinin belirlenmesi yarim saate varan sireler almaktadir. Ola-
bilecek butln harf dizilerini olugturmak yerine belirli biyolojik kistaslarda giincel dizilerden en iyi k
(k sabit bir sayi) tanesini secip asagidan yukariya (yapraklardan kdke dogru) dizileri olusturmak
ve aralarindan her zaman kistaslara gore en iyi k tanesini iletmek yolu ile oldukca hizli (kabaca

bir iki saniyede) bir sekilde diziler (yaklasik milyon tane) Uretebildik.

Algoritma 4.64 (Yeni Harf Dizisi Olusturma Algoritmasi). DAG da yapraklardan kéke dogru biy-

olojik kistaslara gére en iyi k glincel diziyi aktar.

Bu algoritma olabilecek en iyi zaman olan lineer zamanda O(kose sayisi + kenar sayisi)
calismaktadir.

Suanda ¢6zmeye calistigimiz problem bu en iyi k tanesini segme kriterlerinin biyolojik olarak
en uygun adaylari icermesini saglamak. Bu problemi astiimizda ana problemi tamamen ¢ézmiis

olacagiz.
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4.2.5 Cok kisili kayitsiz gcevrimigi iletisim Problemlerinin Cizge Kuram Metotlari ile Model-

lenmesi ve Cézilmesi

Berkant Ustaoglu (izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii, Matematik Balimi) ile birlikte cok kisili kayit-
siz gevrimigi iletisimde gizlilik, kimlik tanima ve gizli mahremiyetin saglanmasi igin kullanilan
sifreleme algoritmalari Uzerine galisiyoruz. Kisi sayisi dérdi gegtiginde bu tir algoritmalar ver-
imsiz galigmaktadir. Cok kisili kayitsiz gevrimici iletisim problemi hentiz iyi anlagiimig bir problem
olmadigindan buradaki problemlerin gizge kurami metotlari ile ¢ézilmesi Gzerine bir yildir ¢alis-

maktayiz.

Problem 4.65. Belirli kigiler arasindan ¢ok kisili kayitsiz bir grup olusturabilmek igin kisilerin kim-
lerle grup olusturmak istedigini ve bu bilgilerin bagka kisiler tarafindan bilinmemesi nasil mimkuin

olur?
Problem 4.66. Olasi ¢ok kisili grubun hizli bir sekilde nasil olusturulur?

Problem 4.67. Bu olusturulan grupda kisinin istegi dogrultusunda aktif rol almamasi ve bunun
diger grup katimcilari tarafindan fark edilmemesi igin nasil bir gizge ve hangi yollardan elde

edilmelidir?

Yukardaki problemlerin ¢ézimdaleri igin gereken ¢izge modelinin formel bir tanimini yaptik.

Kriptolojik teknik detaya girmeden kisaca bahsetmek gerekirse:

Model 4.68. Grup olusturma eylemi bir kisinin insiyatifi ile basliyor ve grup olugturma gagrisini
kendi listesindeki bitin kisilere génderiyor. (Bu varsayimin verimi dogrultusunda hepsi yerine bir
bélimine géndermesi durumunu ilerliyen asamalarda dikkate alicagiz ve inceleyecegiz.) Gelen
¢agn Ug kiginin kriptolojik olarak guvenli iletisimi yoluyla dolayli yollardan grup kurma gagrisi

baslatan kisiye geliyor ve bu bilgiler dogrultusunda grup kurma gizgesi olusmus oluyor.

Sonug 4.69. Grup kurma cizgesindeki hizipler (clique) aranilan 6zelliklere sahip gruplari ifade

eder.

Cizgelerde hizip bulma problemi en temel NP-tam problemlerden biridir. Buna karsin prob-
lemin etkin ¢6zUmU igin hizli hizip bulma algoritmalari gerekmektedir.
Yaptigimiz literatir taramasinda problemin pratik ¢ézimine énemli etkisi olabilecek su

6nemli gdzlemleri bulduk:
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1990 yillarda cesitli antropologlar beynin neokorteks béliminin sinirlari dogrultusunda in-
san beynin yaklasik 150 ile 300 civarinda arkadas veya sosyal ilkigki yuritebilecegini gesitli alan
calismasi, empirik ve teorik metotlar ile ortaya koymusglardir. Bunlardan en yaygin kabul géreni
Dunbar in 1992 yilinda [34] arkadas sayisinin 150 civarinda oldugudur ve Dunbar sayisi olarak
tanimlanir. Dunbar sayisindan yola c¢ikarak Saramaki ve ortak yazarlari 2014 yilinda sosyal
aglardaki gergek verinin istatiksel analizlere dayanarak sosyal aglardada komsu sayisinin yak-
lagik 150 civarinda oldugunu gézlemlemislerdir [59]. Bu ¢alismada ayrica zaman igerisinde yeni
komsularin eski komsularin yerini aldigi gézlemlenmistir [59]. Bu ¢alismanin bir diger dnemli g6-
zlemi belirli bir zaman araliginda sosyal aglarda bir kigi yaklasik 30 ile 40 kadar komsusu ile

irtibata gectigidir [59].

Sonug 4.70. Bu gdzlemler komsu sayisinin Ustten sabit bir sayi ile (yaklagik 150 sayisi) sinirli
oldugunu gdsteriyor. Komsu sayisinin Ustten sinirli olmasi gizgelerde hizip bulma problemini

polinom slrede ¢6zilebilinir hale getirmektedir.

Ayrica buyUk hiziplerin 30 késeyi gegmiyecegi ve on ile on bes arasinda kdsesi bulunan
hiziplerin ¢ok sayida olabilecegi umudu dogmus oluyor. Bu tip kése sayisi az cizgelerde daha
etkin literatlirde var olan hizip bulma yaklagim algoritmalarinin kullanilabilecegini disiniyoruz.
Hizip sayisinin sosyal aglarin derece dagiliminin tipik 6zelligi olan kuvet yasasina gére dagildigi
bilgisinin hizip bulmaya etkisini aragtiriyoruz.

Onerilen hizip modelinin kriptolojik agidan giivenli kabul edilebilmesi igin modelin tamaminin
kriptolojik agidan incelenmesi ve irdelenmesi ve c¢esitli testlerden basari ile gegcmesi gerekmekte-
dir. Bu slre¢ uzun stirmekle birlikte ayni zamanda yogun bir bilgisayar hesaplamalari, algoritma
adaptasyonlari, uygun veri yapilari secimi ve gercek veri elde etmek icin zaman yogun bir siire¢
gerektirmektedir. Ayrica hizip bulmak igin énerdigimiz yaklasimlar test edilmektedir. Kriptolojik
guvenlik, hiz, verim, simulasyon ve kriptolojik guvenlik irdelenmesi Berkant Ustaoglu tarafindan

halen yapilmaktadir. Kriptolojik glvenlik testleriden sonra yazim agsamasina gecilecektir.

4.3 Cizgelerin Castelnuovo-Mumford Regiilaritesi

Yusuf Civan (Siileyman Demirel Universitesi, Isparta) ile birlikte cebir ve topoloji sabitlerinin
anlagiimasi ve bu sabitler ile ilgili problemlerin ¢éztlmesinde ¢izge kurami ve kombinatoriyel
topoloji metotlarinin kullaniimasi Gzerine bes seneden fazla siredir bir program yuritmek-

teyiz [14, 15, 16, 17, 18]. Bu konu ile ilglili Tubitak projemiz (proje no. 111T704) 2014 yilinda
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sonuglanmigtir. Bu bélimde sunacagimiz bulgular 2014 yili sonu ve 6zellikle 2015 yilinda ESF-
Tibitak projesi kapsaminda beklenmedik yeni sonuglari igerir.

Castelnuovo-Mumford regularitesi (bu bélimde kisaca regularite diyecegiz) kommutative ce-
bir ve ayrik geometrinin en temel sabitlerinden biridir [44]. Regularite Gzerinde ¢aligilan bir ob-
jenin (simpleksel kompleks, modl, balya, ¢izge, hipercizge), genel yapisi kadar yerel yapisindaki
karmasikhigi 6lgmek icin kullanilabilecek dnemli bir aragtir. Regularitenin tGzerinde ¢aligilan ob-
jenin niteligine goére farkl tanimlar olsa da, bu tanimlarin denkligini géstermek zor degildir [51].
Biz burada ¢izgeler icin ve proje raporunu ¢ok uzun tutmamak adina kdse idealleri igin olan
tanimi ¢ok kisaltarak veriyoruz. Morey-Villarreal in kapsamli inceleme makalesi konu icin gerekli
detay ve ilgili alanlarin etkilegsimini gésterir [51].

Bir G = (V,E) gizgesi verilmis olsun. V = {xy,...,x,} olmak Uzere eder I; ideali R = k[V]
Uzerinde kare-serbest ve x;x; G nin ij kenarlari tarafindan Gretiliyorsa I idealine G'nin kenar
ideali denir. G nin regilaritesi G’'nin kenar halkasinin reglleritesi reg(G) := reg(R/I) olarak
tanimlanir. Cebirsel olarak halkasinin regileritesinin nasil tanimlandigini burada vermiyoruz
(bknz. [51]).

Verilen her hangi bir I kare-serbest monomial idealin regilarite hesabi oldukca zordur. Ayrica
ideal ile alakali kombinatoriyal nesnenin &zelliklerinden ve siniflandirimasinda ¢ogu zaman
problemin ¢ézimUnU kolaylastirmamaktadir. Regularite bir cebirsel degismez olmakla birlikte
regilerite hesabinda degismeli cebir metodolojisi ana hesaplama yéntemidir.
Calismalarimizdan ESF-Tlbitak projesi kapsaminda 6ne ¢ikan bulgular:

G bir gizge ve x bir kdse olsun. x késesinin komsularini ifade eden kiimeye x nin (agik) komsu
kiimesi N(x) denir. N[x] = N(x) U{x} v kosenin kapali komsu kiimesi denir.

Regularite hesabi genelde reg(G) = im(G) esitligini saglayan cizge siniflarinin belir-
lenebilmesi Gzerine yogunlagsmistir [44, 51, 61, 15]. Bu esitligin saglandigi bir G gizgesi igin, eger
im(G) = n ise reg(G) = reg(nK3) olmasi anlamina gelir. Burada nK, gizgesi regllaritesi n olan
ve bu 6zellikle en az kbseye sahip olan ¢izgedir. Bu gézlemden yola ¢ikarak gizgeler teorisinin bir
cok alaninda énemli bir yere sahip olan "kritik gizge" kavramiyla eglendiginde regularite agisin-

dan da bdyle bir kavramin énemli olabilecegi dogal bir énsezisidir.

Tanim 4.71 (Biyikoglu-Civan, 2015 [16]). G = (V,E) bir gizge ve k bir cisim olsun. Eger her
x € V kosesi igin regy (G) = k ve regy (G —x) =reg, (G — Ngx]) = k — 1 olacak sekilde bir k > 1

varsa, G cizgesine k cismi (izerinde bir asal ¢izge denir. Eger G ¢izgesinin asal olmasi katsayi
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cisminin karakteristiginden bagimsiz ise G ye mikemmel asal ¢izge denir.

Ornegin K> cizgesi, her n > 4 icin C, cizgesi ve her k > 1 icin C3i42 ddngl cizgesi birer
mikemmel asal gizgedirler.
Tanim geregi bir gizgenin asal olup-olmamasi kendisi kadar Gzerinde ¢alisilan cismin karak-

teristigine de bagimhdir. Arastirmalarimizda karakteristige bagl asal gizgeler bulduk [16].

Sonug 4.72. Her G gizgesi reg(G) = reg(F') olacak sekilde bir indirgenmis asal F altgizgesine
sahiptir.

Tanim 4.73 (Biyikoglu-Civan, 2015 [16)). ‘H = {H\,...,H,} ¢izge ailesi G gizgesinin ikiger ikiser
kése ayrik indirgenmis altgizgelerinden olussun. Eger E(H;) # 0 ve G[U!_,V(H;)| =2 U/_,H, ise

ve ayrica # ailesi bu 6zelliklerle maksimal ise A ailesine G nin bir indirgenmis ayrisimi denir.

Tanim 4.74 (Biyikoglu-Civan, 2015 [16]). H = {H\,...,H,} ailesi G gizgesinin bir indirgenmis
ayrisimi olsun. Eger her bir H; altcizgesi asal gizge ise # ailesine G nin bir asal ayrisimi denir ve
G nin asal aynisimlarinin kiimesi PD(G) ile gésterilir. Ayrica, eder her i, j € [r] icin H; = H; = H

saglaniyor ise H = {rH} seklinde yazilr.

Tanim geregi her G gizgesi igin PD(G) bos kiime degildir.
Proje kapsaminda regllarite icin ulagilan en 6nemli sonuglardan bir tanesi her hangi bir giz-
genin regularitesinin aslinda o ¢izgenin sahip oldugu asal ayrisimlardan hesaplanabileceginin

ispatidir.

Teorem 4.75 (Biyikoglu-Civan, 2015 [16]). G her hangi bir gizge ise
r
reg(G) = max{)_reg(H;): {Hy,...,H,} € PD(G)}
i=1

esitligi saglanir.

Tanim 4.76 (Biyikoglu-Civan, 2015 [16]). Teorem 4.75 deki esitligi saglayan bir asal #
ayrisimina G nin bir asal pargalanisi denir ve G nin asal pargalaniglarinin kimesi 2 ¥ (G) ile

gosterilir.

Asal cizgeler ve asal parcalanis kavramlarini kullanarak olduk¢a énemli yeni sonuglara
ulastik:

im(G) reguleriteye dogla bir alt sinir vermektedir.
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Teorem 4.77 (Katzman, 2006 [50]). im(G) < reg(G).

Katzman’nin dnemli temel alt sinir sonucu yukarda kullandigimiz asal ¢izge kavrami ve Teo-
rem 4.75 sonucu olarak da gérilebilinir:
Daha 6nemlisi asal gizge kavramini kullanarak im(G) ye bagh bir tst sinir vermemiz miimkiin

oldu.
Teorem 4.78 (Biyikoglu-Civan, 2015 [16]). reg(G) < im(G)A(G).

Burada A(G), G deki derecelerin en buyugu. Bu Ust sinirin oldukga temel bir Ust sinir
oldugunu dlginlyoruz. Bu Ust sinir im(G) ye bagli bulunan ilk Ust sinir olma 6zelligini tasi-
maktadir.

Bu Teoremin ispat tekniklerini kullanarak ¢izge kuraminda 6nemli bir yeri olan pencgesiz
gizgeler igin keskin bir Ust sinir vermekte. G cizgesine pencesiz gizge denir eger G gizgesi in-

dirgenmis K 3 gizgesini icermiyor ise.
Teorem 4.79 (Biyikoglu-Civan, 2015 [16]). G gizgesi pengesiz bir gizge ise, reg(G) < 2im(G).

Bu sonu¢ Nevo’nun [53] cok 6zel bir pencesiz gizge ailesi sonucunuda genellemektedir.
Ayrica Teorem 4.79 Woodrofe’un [61] beklentisi ve sanisini dogrulamaktadir.

G gizgesinin en bliylk eskiimesindeki kenar sayisina m(G) denir ve reg(G) < m(G) esitsi-
zligi her zaman gecerlidir [43]. Cok yakin bir zamanda Hibi ve ortak yazarlari [47] bu sonugtan

yola ¢ikarak su dogal soruyu sormustur:

Soru 4.80 (Hibi ve ortak yazarlari, 2015 [47]). im(G) < reg(G) = m(G) kosulunu sagliyan kag

tane cizge vardir?
Bu soruyu asal gizgeler ve asal pargalaniglari kullanarak cevap verdik.

Teorem 4.81 (Biyikoglu-Civan, 2015 [17]). Cs dongust im(G) < reg(G) = m(G) ozelligini

saglayan tek gizgedir.
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5. SONUC VE TARTISMA

Bu bdélimde proje kapsaminda elde edilen sonuglarin yolagtigi bazi agik problemlerin irdelen-

mesi yapilacaktir.

5.1 Cizgelerin Ozdeger, Ozvektor Yapilari ve Uygulamalar

Fiedler vektérinin L-1 normunun temel &zelliklerinin aragtirilmasinin hentiz baglangi¢
everesinde ama cebirsel baglihgin ve Fiedler vektérinin kullanildigi bir ¢ok alan igin édnemli
olacagi dislncesindeyiz.

Ag entopisi Uzerine elde ettigimiz sonuglarinin bir ¢cok alanda kullanilacagi géristindeyiz.
Uygulamadan gelen bir ¢cok problem dogasi geregi yonli gizgeler. Yonli gizgelerin 6zdeger ve
6zvektdrldru igin ¢ok az sonug ve metot bulunmaktadir. Elde ettigimiz teoremlerin yonll gizgeler
icin benzer sonuglar Gretmek gerek cizge kurami gerek ise ¢izge kuraminin uygulamalar igin
oldukca 6nemli. Elde ettigimiz sonuglari yonll gizgeler icin gegerli olma umudu bulunmaktadir.
Perron-Frobenius theoremi (bknz. [8, 29, 41]) ydnlU gizgenin en bilylk 6zdegeri reel bir sayi
ve Perron vektérinin hepsi positiv degerler aldigini séyler. Buna bagl olarak sonuglarimizin
genellemesi icin yonli gizgelerin 6zdeger ve 0zvektdr ispatlarindaki metodik tikanikhikhgin ilk
etapda asilabilecegi umudu bulunmaktadir. Sonuglarimizin yénli gizgelere aktariimasi bagli

basina bir aragtirma konusudur.

5.2 Cizge Kurami Modellemeleri ve Céziimleri

Kutle Spektormetri verilerinden elde edilen biyolojik gizgelerin Teorem 4.61 baglaminda 4-
Ucgenlenmis cizgeler sinifinin Gyeleri olmasinin énemli sonuglar dodurabilecegini disiinmek-
teyiz. Bulgular kisminda bahsettigimiz kimyasal ¢izge kuraminin organik molekdller i¢in derecesi
en fazla dért olan gizgeleri kullanmasi ve bu sinifda gizge kurami metotlarini uygulamasi [60]
benzer bir sekilde biyolojik gizgelerinde 4-G¢genlenmis cizgeler sinifi ile ifade edilebilmesini
cagristirmaktadir.

4-U¢genlenmis cizge sinifinin gok iyi bilinen bir gizge sinifi olmasi ve bir cok NP-tam prob-
lem 4-liggenlenmis gizgelerde polinom hizinda ¢ézllebiliyor olamasi su sorulara cevap aramaya

itiyor:

Soru 5.1. Biyolojik 6nemi olan hangi tip sorular biyolojik gizgelerin 4-liggenlenmis ¢izgeler
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sinifinda ¢ézulebilinir?

5.3 Cizgelerin Castelnuovo-Mumford Reguilaritesi

Asal cizge kavrami cgizgelerin ve benzer sekilde simpleksel komplekslerin reguletitesinin asal
cizgelerin belirledigini gsterdiginden, asal gizgelerin tasvirinin ve asal gizgelerin anlagiimasinin
regulerite igin oldukg¢a dnemli oldugunu disundyoruz.

Bu noktadaki en 6nemli soru:
Soru 5.2. Asal gizgelerin kombinatorial bir karakterizasyonu varmidir?

Bu soru her ne kadar énemli olsada, bu proje calismasinin sonuglari altinda cevabinin da
pek kolay olmayacagi asikardir. Bu 6nseziden yola ¢ikarak asal gizgelerin reguleritesi igin Ust

sinirlar bulmak énemli hale gelmektedir. Teorem 4.78 genel bir Ust sinir vermektedir.

Soru 5.3. Asal gizgeler G igin reg(G) < im(G)A(G) Ust sinin iyilestirilebilinir mi? Bagka st

sinirlar bulmak mimkainma?

Sorularinin arastiriimasi gereken énemli sorular oldugunu dustnlyoruz.

G cizgisinin indirgenmis en kiclUk dénglstine kusak (girth) denir. Aragtirmalarimizda elde
ettigimiz cesitli sonuglarin ortak bir yorumu ve ¢ikarimi: Bir ¢ok 6nemli gizge sinifinda eger
kusak(G) > 5 ise, reg(G) < 2im(G) olmasidir. Bunu bir sani olarak ifade etmek ve arastirmak

bir diger dnemli soru.

Sani 5.4. Eger kusak(G) > 5 ise, reg(G) < 2im(G) esitsizligi saglanr.
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